MATH. GRUNDLAGEN DER KRYPTOLOGIE

[Einstiegsimpuls kgV und ggT]

Nachtwache

Agentin NU und Agent MU sind heute mit der Nachtwache im
Hauptquartier an der Reihe. Dazu machen sie Kontrollgange
durch das Gebdude. Sie starten immer bei einem Kollegen im
Wachraum, der die Kameralberwachung mithilfe vieler
Monitore im Auge behalt. Agentin NU startet von hier ihren
Rundgang durch das komplette Erdgeschoss, in den Garten,
die Garagen und zuruck. Dieser dauert 28 Minuten. Agent Mu
geht Uber das Treppenhaus in den ersten Stock und das
Dachgeschoss. Er ist nach 12 Minuten wieder zurick im
Wachraum. Wenn der jeweils andere gleichzeitig ankommt,
dann goénnen sich die drei eine kurze Pause von 10 Minuten.
Wenn MU ankommt und Nu ist nicht da, dann startet er sofort
mit einem weiteren Kontrollgang, dies macht NU anders herum
genauso. Nach wie vielen Minuten findet die erste kurze Pause

statt?

Mittagessen

Auch Agenten haben Hunger. Meistens muss es jedoch schnell gehen, deshalb gibt es in der
Kantine oft Gerichte, die der Koch Michael Michelin schnell zubereiten kann. Heute mochte er

Bilder: Eigene

seine berihmten Fleischballchen servieren. Diese sind
zwar sehr klein, aber unheimlich lecker. Michael weifl}
schon aus Erfahrung, dass die Agenten entweder eine 90-
er Portion fir den kleinen Hunger mitnehmen, oder eine
126-er Portion direkt in der Kantine zu sich nehmen. Er hat
nun zehntausend Stlick vorbereitet und mochte sie immer
frisch ausfrittieren, wenn eine Bestellung eingeht. Deshalb
verpackt er sie in Tuten. Diese sollen jeweils gleich viele
Ballchen beinhalten, so dass er aus mdglichst wenigen
Tuten entweder eine 90-er oder eine 126-er Portion
zusammenstellen kann, ohne dass er dann nochmals
einzelne Ballchen abzahlen muss. Wie viele Ballchen sollte
er in jede Tute packen? Wie viele Tuten bendtigt er dann,
wenn eine 90-er (126-er) Portion bestellt wird?
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Das kleinste gemeinsame Vielfache — kgV

Wenn Agent MU 12 Minuten fur einen Rundgang bendtigt und Agentin NU 28 Minuten, dann
treffen sie erstmals nach 84 Minuten wieder im Wachraum aufeinander. Agent MU hat dann
sieben Runden ,gedreht”, wahrend NU dreimal unterwegs war. Mathematisch betrachtet ist die
Zahl 84 das Siebenfache von 12 und das Dreifache von 28. Sie ist somit ein Vielfaches von 12
und ein Vielfaches von 28. Eine solche Zahl nennt man gemeinsames Vielfaches von 12 und 28.
Auf der Suche nach weiteren gemeinsamen Vielfachen von 12 und 28 findet man beispielsweise
die Zahlen 168 und 252. Man findet jedoch keine kleinere Zahl als 84 als gemeinsames
Vielfaches von 12 und 28. Deshalb nennt man die Zahl 84 das kleinste gemeinsame Vielfache
von 12 und 28, kurz das kgV(12; 28). Das kleinste gemeinsame Vielfache darf dabei auch die
grolere der beiden Zahlen sein, so ist zum Beispiel kgV(12; 24) = 24.

Auftrage:
1. Bestimme die folgenden kleinsten gemeinsamen Vielfachen:
a.) kgVv(6; 7) b.) kgV(12; 18) c.) kgV(14; 18) d.) kgV(84; 102)

2. Die Primfaktorzerlegungen mehrerer Zahlen lassen sich geschickt vergleichen, wenn man
gleiche Primfaktoren untereinander schreibt, z.B. fiir die Zahlen 300 und 630 so:

300=2-2 -3- 5-5
630= 2- 3-3- 5 7
a.) Fuhre dies fiir die Zahlen aus Aufgabe 1 durch. Schreibe dazu fiir jede Teilaufgabe
die Primfaktorzerlegungen der beiden Zahlen und des kgV in drei Zeilen

untereinander. Uberlege dir eine Regel, wie man aus den Primfaktorzerlegungen
der beiden Zahlen auf deren kgV kommen kann, und schreibe sie auf.

b.) Uberpriife deine Regel an weiteren Zahlenpaaren und deren kgV.
c.) Bestimme das kgV(9000; 41 580) mit 9000 =2-2-2-3-3-5-5-5 und

41580=2-2-3-3-3-65-7-11
3. Agent Mii muss mal wieder einen Tresor knacken. Dazu

muss er eine Zahl auf einem Ziffernfeld eingeben. Die A
Eingabezahl lasst ein kleines Zahlenrad genau so oft um sich | f
selbst drehen. Der Tresor geht auf, wenn sich dadurch das ‘W *j li 1
groBe Zahlenrad wieder an der gleichen Position wie vor der oot ‘%“’9@ )?5,
Eingabe befindet. A“" “\tfﬁ_’{f' " /‘f):\
Was muss er eingeben? Ty

P )

i-}? 208

4. * ,Das kgV kann bei der Addition und Subtraktion von Briichen sehr hilfreich sein.“

Wie ist diese Aussage gemeint? Fiihre zunéchst einige Beispieladditionen von Briichen
durch. Uberlege dabei: Wie kann das kgV welcher Zahlen geschickt eingesetzt werden?
Wie kann / wiirde man ohne die Kenntnis dieses kgV vorgehen? Formuliere dann eine
Vorgehensweise zur Addition und Subtraktion von Briichen, in der das kgV (geschickt)
eingesetzt wird.
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Der groBte gemeinsame Teiler — ggT

Die Portionen in der Agentenkantine sind 90 oder 126 Fleischballchen. Vergleicht man die
Teilermengen der beiden Zahlen, so findet man einige Teiler, die in beiden Teilermengen
vorkommen, die sogenannten gemeinsamen Teiler (im Folgenden in Fettdruck dargestellt).

T ={1;2;3;5;6;9; 10; 15; 18; 30; 45; 90} und T126 = {1; 2; 3; 6; 7; 9; 14; 18; 21, 42; 63; 126}

Die 18 ist darunter der groRte gemeinsame Teiler, der ggT(90; 126). Wenn die Packungsgrée
des Koches 18 betragt, so kann er fur die 90-er Portion fiinf ganze Tlten verwenden und fiir die
126-er Portion bendtigt er sieben Tuten. Das ist die bestmdgliche Variante, wenn er keine
einzelnen Ballchen abzahlen moéchte (also dass nur ganzzahlig viele Tuten fir beide
Portionsgréfien verwendet werden) und er dabei mdglichst wenige Tlten insgesamt bendtigt.

Der groRte gemeinsame Teiler darf dabei auch die kleinere der beiden Zahlen sein, so ist
ggT(12; 24) = 12. Fir den Fall, dass die Zahlen aufter der 1 keinen gemeinsamen Teiler haben,
der ggT also 1 ist, nennt man sie teilerfremd. So sind zum Beispiel 6 und 13 teilerfremd, da
ggT(6; 13) =1.

Auftrdge
1. Bestimme die folgenden gré8ten gemeinsamen Teiler:
a.)ggT(12; 18) b.) ggT(15; 45) c.) 99T (64, 96) d.) ggT(65; 91)

2. Die Primfaktorzerlegungen mehrerer Zahlen lassen sich geschickt vergleichen, wenn man
gleiche Primfaktoren untereinander schreibt, z.B. fiir die Zahlen 300 und 630 so:

300=2-2 -3 5-5

630= 2- 3-3- &5 7
a.) Flhre dies fir die Zahlen aus Aufgabe 1 durch. Schreibe dazu fiir jede Teilaufgabe die
Primfaktorzerlegungen der beiden Zahlen und des ggT in drei Zeilen untereinander.
Uberlege dir eine Regel, wie man aus den Primfaktorzerlequngen der beiden Zahlen auf
deren ggT kommen kann, und schreibe sie auf.
b.) Uberpriife deine Regel an weiteren Zahlenpaaren und deren ggT.
c.) Bestimme den ggT(9000; 41 5680) mit 9000=2-2-2-3-3-5-5-5 und

41580=2-2-3-3-3-65-7-11

3. Der rechteckige Balkon des Agenten-Hauptquartiers soll einen neuen Bodenbelag aus
moglichst gro3en, quadratischen Fliesen bekommen. Dabei soll keine Fliese zerteilt
werden. Wie grol3 sollten die Fliesen sein, wenn der Balkon 6,75m breit und 3,60m tief
ist?

4. *,Der ggT kann beim Kiirzen von Briichen sehr hilfreich sein.”

Wie ist diese Aussage gemeint? Flhre zunachst einige Versuche an kuirzbaren Briichen
durch. Uberlege dabei: Wie kann der ggT von Zahler und Nenner geschickt eingesetzt
werden? Wie kann / wirde man ohne die Kenntnis dieses ggT vorgehen? Formuliere dann
eine Vorgehensweise zum Kirzen von Briichen, in der der ggT eingesetzt wird. Vergleiche
dann die beiden Vorgehensweisen (Kirzen mit / ohne Ermittlung des ggT).
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Weitere Ubungen zu kgV und ggT

1. Wéhrend ihrer langweiligen Nachtschicht schickt Agentin Ni eine verschlilisselte
Botschaft an Agent Mii. Entschllissele sie.

A/B/IC/ DIE|/IF|IGIH|I|J/K|LIM|[N|OIPIQR|S|T|U|V|W|X|Y|Z

112/3/4|5|6|7|8|9/(10/11/1213|14|15|16|17[18|19/20|21|22|23|24|25|26

ggT(15; 25) — ggT(19; 38) — kgV(1; 19) — ggT(5; 125) — kgV/(2; 7)
ggT(27; 45) — ggT(28; 70)  ggT(24; 140) — kgV/(6; 9) — ggT(35; 65) — kgV/(3; 9)
kgV(2; 9) — ggT(42; 147) — kgV/(1; 14) — ggT(28; 40) — kgV/(5; 5) — ggT(56; 154) ?

2. Auf der Rasenfldache des Agenten-Hauptquartiers soll eine rechteckige Landefléache fiir
Hubschrauber durch Lampen umrahmt werden. Die Landefldche soll 16 m lang und 12 m
breit sein. Der Abstand der Lampen soll gleich grol3 sein und in ,ganzen Metern“ gewéhlt
werden. An allen vier Ecken muss eine Lampe gesetzt werden. Bestimme, wie viele
Lampen dazu auf jeden Fall nétig sind.

3. Aus vielen kleinen Bauklétzen mit den MalRen 3 cm x 5 cm x 6 cm soll ein Wiirfel gebaut
werden. Berechne: Wie viele Bauklbtze benétigt man dazu mindestens und welche Mal3e
hat der Wiirfel dann?

4. Beim sogenannten Cooper-Test darf man auf der 400m-Bahn im Leichtathletik-Stadion
zwélf Minuten lang so viele Runden laufen, wie man schafft. Beim Sporttag der Agenten
lauft Agent Mii gegen einen deutlich fitteren Kollegen. Wéhrend Mii fiir eine Runde 84 s
benotigt, ist der Kollege bereits jeweils nach 72 s wieder an der Startlinie. Ermittle, ob es
wéhrend des Cooper-Tests passiert, dass M die Startlinie gleichzeitig mit seinem
Kollegen liberquert.

5. Der Keller des Agenten-Hauptquartiers wurde etwas niedriger gebaut als das
Erdgeschoss. Vom Kellerboden zum Erdgeschossboden sind es 2,73 m. Vom
Erdgeschossboden zum Boden des ersten Obergeschosses sind es dagegen 3,15 m.
Dennoch verbindet eine Treppe den Keller mit dem ersten Obergeschoss, deren Stufen
tberall gleich hoch sind und in allen drei Geschossen mit dem jeweiligen Boden ohne
Absatz abschlie3en. ,Damit ist eigentlich klar, wie hoch die einzelnen Stufen sind!*, meint
Agentin Nu. Erldutere, weshalb sie in ihrer Aussage den Ausdruck ,eigentlich klar” und
nicht die Wortwahl ,eindeutig klar® verwendet.

6. * Uberzeuge dich von der Richtigkeit der folgenden Aussage mithilfe einiger
selbstgewdhlter Beispiele und begriinde dann, dass sie allgemeingliltig ist:

,Das Produkt aus zwei Zahlen ist gleich dem Produkt ihres ggT mit ihrem kgV*
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