MATH. GRUNDLAGEN DER KRYPTOLOGIE H

LOSUNGEN Teilermengen und Primfaktorzerlegungen — Team Mii

Aufgabe 1: Wie viele verschiedene Verstecke kann er unter dieser Voraussetzung verwenden?
Schreibt alle Mbglichkeiten auf.

1:2; 3; 5; 6; 10; 15 oder 30 verschiedene Verstecke sind moglich

Aufgabe 2: Ermittelt die Teilermengen Tis, Teo und Tios. Uberlegt euch, wie ihr dies geschickt
systematisch’ durchfiihren kénnt und schreibt euer System in vollstandigen Sétzen auf.

Man kann immer paarweise vorgehen, da jeder Teiler einen ,,Partner” hat:

Teiler Partnerteiler ,Kontrolle“
1 18 1-18 =18
2 9 2-9 =18
3 6 3:6 =18

Gegen den Uhrzeigersinn erhalt man aus den linken zwei Spalten:

Tis={1;2;3;6;9; 18} Ebenso: Teo={ 1; 2; 3; 4, 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60}
Tws={1;3;5;7; 15; 21; 35; 105}

Aufgabe 3: a.) Ermittelt die Primfaktorzerlegungen fiir die Zahlen 18, 60 und 100. Tipp: Die

Teilbarkeitsregeln kénnen hilfreich sein, um schneller voranzukommen.
2-3-3=18 2-2-3-5=60 2-2-5-5=100

b.) Mithilfe der Primfaktorzerlegung einer Zahl kann man durch geschicktes Vorgehen alle Teiler
der Teilermenge erhalten. Uberlegt euch dieses ,geschickte Vorgehen* anhand der Lésungen
aus Aufgabe 2 und 3a zu den Zahlen 18 und 60 und schreibt es auf. Fiihrt es dann auch fiir die
Zahl 100 durch.

Die Zahl selbst sowie die Zahl 1 sind enthalten. Wenn man in der Primfaktorzerle
gung mindestens einen Faktor wegldsst und dabei mindestens einen Faktor stehen
lasst, so erhalt man einen Teiler der Zahl. Fiihrt man dieses Vorgehen so oft durch,
bis man alle Mdglichkeiten erhalten hat, so hat man die vollstidndige Teilermenge.

Beispiel an der 60:

Einen Faktor weglassen: 2-3-5=30 ; 2.-2-5=20 ; 2-2-3=12

Zwei Faktoren weglassen: 2-2=4 ; 2-5=10 ; 2-3=6 ; 3:-5=15

Drei Faktoren weglassen: 2 ; 3 ; 8§ — Teo={1;2;3;4;5;6;10; 12; 15; 20; 30; 60}

Beispiel an der 100:
Einen Faktor weglassen:; 2-5-5=50 ; 2-2-5=20

Zwei Faktoren weglassen: 2-2=4 ; 2-5=10 ; 5-5=25
Drei Faktoren weglassen: 2 ; 5 — Two={1; 2; 4; 5; 10; 20; 25; 50; 100}

1 das hei3t: mit méglichst wenig Aufwand und so, dass kein Teiler (ibersehen wird.
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MATH. GRUNDLAGEN DER KRYPTOLOGIE H

LOSUNGEN Teilermengen und Primfaktorzerlegungen - Team Nii

Aufgabe 1: Wie viele verschiedene Verstecke kann sie unter dieser Voraussetzung verwenden?
Schreibt alle Mbglichkeiten auf.

1;2:3:6; 7;: 14 ; 21 oder 42 verschiedene Verstecke sind moglich

Aufgabe 2: Ermittelt die Teilermengen Tis, Teo und T100. Uberlegt euch, wie ihr dies geschickt
systematisch’ durchfiihren kénnt und schreibt euer System in vollsténdigen Sétzen auf.

Man kann immer paarweise vorgehen, da jeder Teiler einen ,,Partner” hat:

Teiler Partnerteiler ,Kontrolle“
1 18 1-18 =18
2 9 2-9 =18
3 6 3:6 =18

Gegen den Uhrzeigersinn erhalt man aus den linken zwei Spalten:
Tis={1;2;3;6;9; 18} Ebenso: Teo={1; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60}
Two={1;2; 4; 5; 10; 20; 25; 50; 100}
Aufgabe 3:
a.) Ermittelt die Primfaktorzerlegungen fiir die Zahlen 18, 60 und 105.
2-3-3=18 2.2-3-5=60 3:5-7=105

b.) Mithilfe der Primfaktorzerlegung einer Zahl kann man durch geschicktes Vorgehen alle Teiler
der Teilermenge erhalten. Uberlegt euch dieses ,geschickte Vorgehen“ anhand der Lésungen

aus Aufgabe 2 und 3a zu den Zahlen 18 und 60 und schreibt es auf. Fiihrt es dann auch fiir die
Zahl 105 durch.

Die Zahl selbst sowie die Zahl 1 sind enthalten. Wenn man in der Primfaktorzerle
gung mindestens einen Faktor wegldsst und dabei mindestens einen Faktor stehen
lasst, so erhalt man einen Teiler der Zahl. Fiihrt man dieses Vorgehen so oft durch,
bis man alle Méglichkeiten erhalten hat, so hat man die volistidndige Teilermenge.
Beispiel an der 60:

Einen Faktor weglassen: 2-3-5=30 ; 2-2-5=20 ; 2-2.-3=12
Zwei Faktoren weglassen: 2-2=4 ; 2-5=10 ; 2-3=6 ; 3-5=15

Drei Faktoren weglassen: 2 ; 3 ; 5 — Te={1;2;3;4;5;6;10; 12; 15; 20; 30; 60}

Beispiel an der 105:
Einen Faktor weglassen:; 3-5=15 3.-7=21 ; 5-7=35

Zwei Faktoren weglassen: 3 ; 5;7 — Tws={1;3;5;7;15; 21; 35; 105}

1 das hei3t: mit méglichst wenig Aufwand und so, dass kein Teiler (ibersehen wird.
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MATH. GRUNDLAGEN DER KRYPTOLOGIE H
LOSUNGEN

Teilermengen und Primfaktorzerlegungen

Gemeinsame Auftrage fiir beide Teams:

1.

2.

3.

Gleicht eure Teilermengen, insbesondere Tio und Tios, ab. Identifiziert, besprecht und
beseitigt Fehler, falls nétig.

Stellt euch gegenseitig eure ausformulierten Vorgehensweisen von Aufgabe 2 und 3b der
Teamarbeit vor. Vergleicht und diskutiert sie (besser/geschickter/einfacher/schneller/...).

a.) Stellt alle Teilermengen T, bis T, auf.

T:={1;2}; T:={1;3}); T.={1;2;4}; Ts={1;58}; Te={1;2;3; 6}; T,={1;7};
Te={1;2;4;8}); To={1;3;9}; Two={1;2;5;10}; T ={1; 11}; T2 ={1; 2; 3; 4; 6; 12}
Tis={1;13}; T1u={1;2;7;14}; Tis={1;3;5; 15}; Tis ={1; 2; 4; 8; 16}; T ={1; 17}
Tis={1;2;3;6;9;,18}; T1o={1;19}; T20={1; 2; 4; 5; 10; 20}

b.) Wovon héngt es ab, ob die Anzahl an Teilern einer Zahl gerade oder ungerade ist?

Quadratzahlen haben eine ungerade Anzahl an Teilern, Nicht-Quadratzahlen haben
eine gerade Anzahl an Teilern.

. a.) Stellt einige Zahlen auf, in deren Primfaktorzerlegung jede Primzahl héchstens einmal

vorkommt. Welche davon enden mit der Ziffer 0?

Jede solche Zahl, in deren Primfaktorzerlegung sowohl die Primzahl 2, als auch die
5 enthalten ist, endet mit der Ziffer 0.

b.) Agentin Nii multipliziert alle Primzahlen zwischen 1 und 50. Agent Mii weil3 sofort, wie
viel mal die Ziffer 0 am Ende des Ergebnisses steht. Ihr auch? Erkléart eure Idee.

Es gibt genau eine gerade Primzahl: Die Zahl 2. Diese erzeugt in der angegebenen
Multiplikation zusammen mit der Primzahl 5 den Faktor 10. Einen weiteren Faktor
10 gibt es innerhalb der Primzahlen nicht. Somit steht die Ziffer 0 genau einmal am
Ende des Ergebnisses.

c.)* Agent Mii multipliziert alle natiirlichen Zahlen zwischen 1 und 50 (also 50!). Agentin
Nii lberlegt einen Moment, dann weil3 sie, wie viel mal die Ziffer 0 am Ende des
Ergebnisses steht. Ihr auch? Erklért eure Idee.

Es gibt genau acht Faktoren, in deren Primfaktorzerlegung die Zahl 5 einmal
vorkommt (5, 10, 15, 20, 30, 35, 40, 45) und zwei Faktoren (25, 50) in deren
Primfaktorzerlegung die 5 zweimal auftritt. Somit enthélt die Primfaktorzerlegung
des Produktes zwélf Mal den Faktor 5. Der Faktor 2 ist mehr als zwolf Mal
vorhanden, es entstehen also zwdlf ,,10er”, damit endet die Zahl 50! mit genau
zwolf Nullen.
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MATH. GRUNDLAGEN DER KRYPTOLOGIE H

LOSUNGEN

5. Die Abbildung zeigt ein sogenanntes Hasse-Diagramm fiir die Teilermenge der Zahl 72.
Es stellt eine schéne Verkniipfungsméglichkeit zwischen der Primfaktorzerlegung und der

Teilermenge dar. ,

2 4 8

a.) Die Teilermenge ist direkt ablesbar. Die Primfaktorzer- 1 2

legung ist auch sichtbar, man muss aber ein wenig 3 | f V

Lindirekt“im Diagramm lesen. Wie? Stellt die Primfaktor- & 2 i | 2

zerlegung der Zahl 72 mithilfe des Hasse-Diagramms dar. | | | |
9

Die Breite des Rechtecks besteht aus drei Staben.
Diese gehéren zum Primfaktor 2, da ein ,,nach rechts
wandern* der Multiplikation mit 2 entspricht. In der Primfaktorzerlegung ist die 2
als dreimal enthalten. Nach unten entspricht der Multiplikation mit 3, dazu sind zwei
Verbindungen im Diagramm enthalten, die 3 kommt also zweimal vor. Somit lautet
die Primfaktorzerlegung: 72=2-2-2-3-3

b.) Stellt weitere Hasse-Diagramme fiir die folgenden Zahlen auf:

18 36 72
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Anmerkung: Die Hasse-Diagramme kann man auch als Graphen interpretieren. Ein
Hassediagramm ist sozusagen ein ,,Teilergraph®, der die Teilerstruktur einer Zahl
veranschaulicht.

c.) Aus der Primfaktorzerlegung l&sst sich schnell ableiten, wie viele Teiler die zugehérige
nattirliche Zahl hat. Wie, das lasst sich anhand der Hasse-Diagramme veranschaulichen.
Ermittelt die zugehdérige Methode und erkléart sie anschaulich mit Hasse-Diagrammen.

Die Hasse-Diagramme ergeben geometrisch betrachtet eine Linie, ein Rechteck
oder einen Quader (bei bis zu drei unterschiedlichen Primfaktoren). Die Anzahl an
Knoten (= Teiler) erhédlt man aus der Lange, dem ,Flacheninhalt“ bzw. dem
»Vvolumen®. Die Anzahl an Knoten entlang einer Kante ergeben sich aus den um 1
erhéhten Héaufigkeiten der Primfaktoren in der Primfaktorzerlegung.

Beispiel: In der 60 ist der Primfaktor 2 mit Hiufigkeit zwei, der Primfaktor 3 mit
Héufigkeit eins und der Primfaktor 5 mit Haufigkeit 1 enthalten. Der Quader hat also
eine Kante mit 3 (= 2+1) Knoten und zwei Kanten mit jeweiliger Ldnge 2 (= 1+1)
Knoten. Somit befinden sich in der Teilermenge der Zahl 60 genau 3-2-2 = 12 Teiler.
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MATH. GRUNDLAGEN DER KRYPTOLOGIE H

6. * Der Geheimdienst hat in den letzten Jahren viel gearbeitet und so konnten einige verdéchtige Personen
eingesperrt werden. Nachdem aber Ihre Majestét, die gro3e Zahl Pi, heute Geburtstag hat, sollen einige der
Gefangenen zur Feier des Tages in die Freiheit entlassen werden. Dazu wird per Anordnung so vorgegangen:
100 verschlossene Zellen werden mit den Zahlen von 1 bis 100 durchnummeriert. Jetzt gehen nacheinander
100 Whérter an den Tliren vorbei und drehen ihren Schliissel so um, dass jede verschlossene Tiire gedffnet
und jede gedffnete Tiir erneut geschlossen wird. Der erste Warter dreht an jeder Tiir seinen Schliissel um
(und éffnet somit alle Tiiren). Der zweite Wérter dreht seinen Schliissel an jeder zweiten Tiir, der dritte an
jeder dritten Tiire, usw. (sie fangen immer bei 1 mit dem Zéahlen an und gehen aufsteigend vor). Nachdem es
nur 98 Gefangene gibt, verkiindet die groBe Zahl Pi zur Uberraschung aller Geburtstagsgéste noch folgenden
Zusatz: ,Meine beiden besten Agenten, Mii und Nii, diirfen sich eine der 100 Zellen frei auswéhlen, bevor die
Gefangenen auf die restlichen Zellen verteilt werden. Wenn ihre Zellentiir am Ende gedéffnet ist, so bekommen
sie ihre Zellentiir mit 100 multipliziert in Dukaten ausbezahlt. Falls nicht ... aber das kommt ja nicht vor, sie
sind ja schliel3lich Superagenten!*.

Helft Agentin NG und Agent M, welche beiden Zellen sollten sie wéhlen? Begriindet eure
Wahl.

Die Zellentiiren sind am Ende geé6ffnet, wenn eine ungerade Anzahl an Wértern den
Schliissel im Schloss gedreht haben. Diese Zellen entsprechen den Nummern mit
ungeradzahlig vielen Teilern. Das sind die Quadratzahlen. Mii und Nii sollten also
die héchstmdglichen Quadratzahlen wahlen, also die 100 und die 81.
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