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Einleitung

Aus Klasse 8 bringen die Schilerinnen und Schiler erste Erfahrungen zur Aussagenlogik mit,
die nun in Klasse 9 vertieft und formalisiert werden, wobei die Grundlagen des Aussagenkalkils
ausgehend von Logikratseln altersangemessen entwickelt werden.

Bei der Einflihrung in die Zusammenhange der Aussagenlogik wurde haufig auf Visualisierungen
aus dem Bereich der Mengenalgebra zurtickgegriffen. Dies ist aus didaktischer Sicht moglich
und gewinnbringend, da es sich bei beiden Strukturen um Boolsche Algebren handelt.’

Da es keine Lehrwerke gibt, wurde fiir jede Stunde mehr Material konzipiert als tatséchlich
eingesetzt werden kann. Ausdriicklich wird darauf hingewiesen, dass nicht alle Aufgaben
behandelt werden sollen und kénnen. Wie bei einem Lehrwerk wéhlen Sie aus dem Angebot
die fiir Ihre Klasse geeigneten Aufgaben aus.

Im Zuge der Anpassung fur die eigene Lerngruppe kénnen Sie Aufgaben der Arbeitsblatter
ersetzen oder streichen, um die jeweils passenden Schwerpunkte zu setzen. Daher enthalten
die Dateien auf der zweiten Seite i.d.R. zusatzliche Aufgaben zum Erarbeiten, Uben oder
Vertiefen, die auch fir Hausaufgaben, binnendifferenzierende Auftrage oder Leistungskontrollen
genutzt werden kénnten. Auf eine Trennung des Materials in ein Arbeits- und ein Ubungsblatt
(wie in IMP 8) wurde verzichtet, da es pragmatischer erschien, das gesamte Material zu einer
Stunde in eine Datei einzubinden.

Im Ordner 4_loesungen finden Sie die Musterlésungen. Dabei sind auf den ersten Seiten einer
Lésungsdatei auch die entsprechenden Kopiervorlagen eingebunden. Die Musterlésungen sind
wieder so formuliert, dass sie sich direkt an Schiilerinnen und Schdler richten und sich so bei
Bedarf auch im Unterricht einsetzen lassen, z.B. im Rahmen kooperativer Methoden.

Im Ordner 5_praesentationen stehen schliellich noch einige GeoGebra-Dateien zur Verfigung,
die Sie auch zur Unterrichtsvorbereitung nutzen kénnen, z.B. um Wahrheitswerttabellen zu
erstellen oder Venn-Digramme zu erzeugen.

Im Folgenden ist ein moglicher Unterrichtsverlauf ausfihrlich dokumentiert. Didaktisch-
methodische Hinweise sind jeweils nach den groben Verlaufsplanen der einzelnen Stunden als
Erlauterungen eingebunden. Dort werden auch Alternativen beschrieben und Vertiefungs-
moglichkeiten aufgezeigt.

Bei der anstehenden Umsetzung wiinschen wir Ihnen viel Erfolg und Freude!
Korrekturhinweise und Anregungen kénnen Sie mir gerne direkt zukommen lassen.

O. Grund, Méarz 2019
(olaf.grund@fb75-rpk.de)

1 Erlauterungen zum fachlichen Hintergrund findet man in der Datei M9aug01_hintergrund.odt im
Verzeichnis 1_hintergrund.
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Aussagenlogik
1. Stunde: Negation und Wahrheitstafel

Méglicher Ablauf, Inhalte Hinweise
» Auftrag 1: (AB, Nr.1, Verbotene Zauberei) * Material: M9aug01l neg tab.odt

S. trdgt Argumentation vor, in der Weiterfiihrungsphase werden
Begrifflichkeiten der Aussagenlogik dokumentiert,
siehe mégliches Tafelbild in den Erlduterungen

» Binnendifferenzierung durch
auftragsgesteuerte Erarbeitung:
Unterrichtsgang ist als Folge von

* Wahrheitswerttabelle einfihren (AB, Nr. 2, Magischer Honig) Auftrdgen angelegt, die jeweils von

Gemeinsam werden im Unterrichtsgesprach zunachst die
angenommenen Aussagen g, p und r formuliert und notiert.
Auftrag 2: ,Fullt die Tabelle aus.“ *

Présentation durch SuS, in der Weiterflihrungsphase wird
reflektiert, dass bei dieser Aufgabe noch eine Einzeltéterschaft
vorausgesetzt wurde, dies bei Aufgabe 3 aber wegféllt.

[optional: zusatzliche Ubungsaufgaben (z.B. 4, 5, 6, 7) ]

Wahrheitswerttabelle vertiefen (AB, Nr. 3a, Butterbierdiebe)
Die drei Elementaraussagen c, d, e werden gemeinsam notiert
Auftrag 3a-1: Erstellt eine passende Wahrheitswerttabelle und
fuhrt links alle denkbaren Taterkonstellationen auf.

den SusS prasentiert, von der
Lehrperson erganzt und gemeinsam
gesichert werden.

Erlauterungen des SAFL Karlsruhe:
M9aug03 auftragssteuerung.pdf

Die Wahrheitswerttabelle kann auch
ausgehend von Aufgabe 1 eingefuhrt
werden, vgl. Erlduterungen

* ggf. kann bei unsicheren Klassen
vor Auftrag 2 auch die linke Seite der
Tabelle gemeinsam ausgefillt werden.

Préasentation, Ergebnissicherung, danach:

Auftrag 3a-2**: Fullt nun die rechte Seite aus und erlautert
Dumbledores Gedankengang.

Présentation, Ergebnissicherung, ggf Prdsentation des
differenzierenden Zusatzauftrages

Auftrag 3b: ,Zusatz fir Schnelle” (AB, Nr. 3b) » ** Differenzierender Zusatzauftrag:
~Wer war unter dieser Annahme beteiligt?“ Stelle die Aussagen (1) bis (3) als
Verknipfungen der atomaren
Aussagen c,d,e dar (Hinweis: Flr
,2und“ verwendet man das Zeichen A ).

* Die hier blau formatierten Hinweise
beziehen sich auf Aufgabe 3, die ggf.
auch Ubersprungen oder verschoben
werden kann, vgl. Erlduterungen

« AbschlieRende Reflexion der Stundeninhalte

« Stellen der Hausaufgaben (z.B. Nr. 4, ggf. differenziert 8, 9)

Erlauterungen

In der ersten Stunde soll ein ,weicher” Einstieg ins Thema Aussagenlogik erfolgen. Die bereits
aus Klasse 8 bekannte Negation wird formalisiert und gleichzeitig werden Wahrheitswerttabellen
als neues Hilfsmittel eingefuhrt. Fur schnellere Lerngruppen bietet sich im Sinne einer
stringenten Progression Aufgabe 3 zur Vertiefung an.

Zum Einstieg kénnte man von zwei Elementaraussagen? ausgehen:

a: Sabine wird krank,  b: Die Mutter kocht einen Krautertee.

und die SuS unterschiedliche Interpretationen der Konjunktionen beschreiben lassen:

a A b : ,Sabine wird krank und die Mutter kocht ihr einen Krautertee.*

b A a:,Die Mutter kocht ihr einen Krautertee und Sabine wird krank.®

In der Aussagenlogik gibt es zwischen den beiden Aussagen keinen Unterschied.

Der Wahrheitsgehalt der zusammengesetzten Aussage a A b hangt nur vom Wahrheitsgehalt
der Teilaussagen a und b, ohne dass zeitliche oder kausale Interpretationen eine Rolle spielen.

Fir das grundlegende Verstandnis einer Wahrheitswerttabelle sollte man sich Zeit nehmen, da
die Trennung in angenommene "atomare" Aussagen auf der linken Seite und Folgerungen fiir

2 Man spricht auch von ,atomaren® Aussagen und meint damit Aussagen, die nicht durch Verknupfung
anderer Teilaussagen entstehen. Sozusagen die ,Atome“ anderer zusammengesetzter Aussagen.
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die Wahrheitswerte anderer (spater meist zusammengesetzter) Aussagen auf der rechten Seite
ungewohnt ist. Letzten Endes stehen links wie rechts Aussagen im Sinne der Aussagenlogik.
Um diese Unterscheidung behutsam einzufuhren wurde bei Aufgabe 1 und 2 noch die
Einzeltaterschaft als zusatzliche Bedingung vorgegeben, damit die Tabellen mit nur 3 méglichen
Taterkonstellationen Ubersichtlich bleiben. Aulierdem wurden rechts nur Elementaraussagen
und deren Negation verwendet.

Sie stellen sich aus dem Aufgabenmaterial eine fur Ihre Klasse geeignete Auswahl und
Reihenfolge zusammen. Dazu folgen nun Hinweise zu den einzelnen Aufgaben.

1. Verbotene Zauberei

Hier bietet sich die Gelegenheit, die Negation von Aussagen zu wiederholen und danach im
Plenum das Symbol ,—* fir die Aussagennegation einzufihren. Es ist daran gedacht, dass die
Schiler logisch argumentieren. Ob Sie dies schriftlich oder mindlich einfordern, hangt von der
Gesamtausrichtung |hrer Stunde ab.

Die Einfihrung einer Wahrheitstafel ist zwar erst bei Aufgabe 2 vorgesehen, kann aber auch
vorgezogen werden. Falls dies der Fall ware, konnte man in Anlehnung an Aufgabe 2 zunachst
die Aussagevariablen definieren und danach die abgebildete Tabelle in zwei Arbeitsauftragen
(linke Seite / rechte Seite) entwickeln lassen:

Definition der ,atomaren” Aussagen: g | p rl@ —-g!| Q-r (3)r |sinnvoll?
g: George war der Ubeltater. w| f | f f w f ja

p: Percy hat gezaubert. fl w| f w w f nein

r:  Ron ist schuldig. fl flw w f w nein

Links tragen die SuS mogliche Taterkonstellationen ein, um dann auf der rechten Seite die
jeweiligen Wahrheitswerte der drei Aussagen zu folgern. In der letzten Spalte kénnte die
vorgebene Bedingung Uberprift werden, dass genau zwei der Aussagen Lugen sein missen.
Da dies nur in der ersten Zeile der Fall ist, folgt, dass George der Tater sein muss.

Nun kénnten erste Begriffe festgehalten werden, dazu ein denkbares Tafelbild nach Aufgabe 1:

Aussagenlogik

Ein Ziel der Mathematik ist es, alles bekannte Wissen als Aussagen festzuhalten. Eine
Aussage ist ein Ausdruck, dessen Wahrheitswert entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.

Hinweise:

1) ,Das Wetter ist schén” ist keine Aussage im mathematischen Sinn, da sie subjektiv ist
und daher nicht eindeutig entscheidbar ist, ob sie wahr oder falsch ist.

2) 7-3=5ist eine (falsche) Aussage (Wahrheitswert: ).

3) Der Ausdruck 3x+2=8 wird als Aussageform bezeichnet, erst nach dem Einsetzen
eines Wertes fiir x geht er in eine Aussage (ber, die wahr oder falsch ist.

Die Negation einer Aussage p wird symbolisch als — p (lies: nicht p) Wahrheitswerte
geschrieben und kehrt den Wahrheitswert von p in sein Gegenteil um. bl einer Negation
Beispiele P =P

r: Ron war der Téter. —r:  Ron war nicht der Téter. w f

p: 3-4-2=10 —p: 3-4-2210 f w
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2. Magischer Honig
Aufbau und Verwendung einer Wahrheitswerttabelle werden eingefiihrt. Wie oben bereits
erwahnt, wurde die Einzeltaterschaft als Bedingung vorgegeben und die rechte Seite mit
einfachen Aussagen und Negationen gestaltet.
Far die linke Seite sollte man die Bezeichnung ,Aussagen” vermeiden, um eine
Uberlagerung des Begriffs mit den aus dem Alltagsgebrauch bekannten Aussagen der
Verdachtigen zu vermeiden. Man konnte zur sprachlichen Abgrenzung von
Aussagevariablen, atomaren Aussagen oder Elementaraussagen g, p und r sprechen, die
man einfuhrt, um auf dieser Grundlage die Aussagen der Verdachtigen zu Gberprifen. Auf
dem Arbeitsblatt wurde links als Uberschrift "Defintion der Aussagevariablen" gewahlt.
Passen Sie das Material bitte so an, dass es lhren Vorstellungen entspricht.

3. Butterbierdiebe
In Aufgabe 3 kommen auf der rechten Seite verknupfte Aussagen vor, um inhaltlich auf die
zweistelligen Verknlpfungen einzustimmen, die in der folgenden Stunde untersucht werden.
Dabei werden in Aufgabe 3 bewusst nur Konjunktionen verwendet, die nicht explizit
angesprochen werden mussen, da die SuS den Wahrheitswert der zusammengesetzten
Aussagen auch intuitiv ermitteln kénnen.
In Aufgabe 3 liegt der Fokus auf einem kombinatorischen Aspekt: Es wird hier keine
zusatzliche Bedingung fur die Taterkonstellation auf der linken Seite angegeben. Folglich
missen nun alle Kombinationen der Wahrheitswerte der links vorgegebenen
Aussagevariablen betrachtet werden. Dabei gibt es vielfaltige sinnvolle Vorgehensweisen.

Sicher lohnt es sich, nach der Prasentation des vorbereitenden Auftrags 3a-1 auf die
kombinatorischen Zusammenhange einzugehen und anhand der Visualisierung in der
Tabelle herauszuarbeiten, dass es bei 3 Aussagevariablen 2° = 8 verschiedene Belegungen
der Wahrheitswerte gibt. Insbesondere kdnnten hier geschickte Vorgehensweisen zur
systematischen Erfassung aller Kombinationen angesprochen werden.

Die naheliegende Verzahnung der Aussagenlogik mit der die ,Binarlogik® (w=1 und f=0) ist
erst ab der vierten Stunde geplant, da zunachst die klassische Aussagenlogik mit den
Wahrheitswerten w und fim Vordergrund stehen soll. Dennoch kénnte man bereits hier das
,=Hochzahlen“ der Binarzahlen von 000 bis 111 als Erganzung zu den Ublichen Zahlstrategien
ansprechen, falls die SuS diese Idee nicht schon selbst ins Spiel bringen:

=R aa 00000
=200~ ~00oQ

3 I - N i - i
= O=O=O=0O0m

Aufgabe 3 ist fiir die Behandlung der zweistelligen Verknipfungen in der 2. und 3. Stunde,
nicht erforderlich, man kann sie auch Uberspringen oder auf einen spateren Zeitpunkt
verschieben. Sie ermoglicht an dieser Stelle aber eine wirksame Vorentlastung der
kombinatorischen Uberlegungen, die im weiteren Verlauf zum Tragen kommen, z.B. auch ab
der 4. Stunde bei der Betrachtung von Logikratseln mit drei oder vier Aussagevariablen.
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4. Naschkatze
Diese Aufgabe enthalt als kleine Steigerung vier Aussagen und wirkt damit der moglichen
Fehlvorstellung entgegen, dass rechts immer genau so viele Aussagen betrachtet werden
wie es Aussagevariablen gibt. Sie kann gut als Hausaufgabe gestellt oder als zusatzliche
Pufferaufgabe im Unterricht eingesetzt werden.

5. Weitere Aufgaben

Nr. 5 Bankiiberfall, Nr. 6 Noch ein Raubzug und Nr. 7 Papiermiill sind einfache
Variationen der Aufgaben 1 und 2. Bei allen wird die Einzeltaterschaft als vereinfachende
Bedingung bereits vorgegeben. Sie kénnen daher zusammen mit Nr. 4 zusatzlich vor oder
statt Aufgabe 3 eingesetzt werden, falls die SuS weitere Ubungen benétigen.

Nr. 8 Alt und jung und Nr. 9 Esel, Pferd und Kamel® stimmen bereits auf die Verkniipfung
von Aussagen und damit auf die Inhalte der folgenden Stunde ein.

Die noch einfach gehaltene Aufgabe 8 bereitet die wichtige Unterscheidung zwischen
ausschlielendem (,entweder a oder b“) und einschlieRendem (,a oder b oder beide*)
Gebrauch des Junktors ,,oder” vor. Bei den englischen und international tblichen
Logikgattern wird dies auch bei der Bezeichnung visualisiert:

.,a OR b* flr die Disjunktion (einschlieRend: ,a oder b“, a und b kdnnen beide wahr sein )
,a XOR b* fUr die Kontravalenz (ausschlielend von engl.: to exclude: ,entweder ... oder")

Aufgabe 9 enthalt zusatzlich die Negation einer Disjunktion, die in der folgenden Stunde als
Vertiefung behandelt werden kann (,weder a noch b*“ ist die Negation der Aussage ,a oder
b*“). Diese Aufgabe eignet sich als differenzierender Zusatzauftrag fir interessierte SuS.
Auch hier sei auf die Visualisierung bei der Operatorenschreibweise hingewiesen:

»,a NOR b“ vom englischen ,Not OR®

Diese sprachliche Vernetzung kann bei Bedarf in der 2. Stunde von der Lehrkraft ins Spiel
gebracht werden (vgl. M9aug02 kon dis aeq.odt, Aufgabe 2).

3 Als Literaturtipp sei in diesem Zusammenhang auf die reichhaltige Aufgabensammlung , The Riddle of
Scheherazade and Other Amazing Puzzles” von Raymond Smullyan hingeweisen ([SMU1]).
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2. Stunde: Konjunktion, Disjunktion und Aquivalenz

Méoglicher Ablauf, Inhalte Hinweise

» Hausaufgabenvergleich, Prasentation durch SuS * Material:

. M9%aug02 kon dis aeqg.odt
* (AB, Nr.1, Einstellungstest) - - -

Auftrag 1: ,Bearbeitet den Test" (ca. 4 min Arbeitszeit)
Zusatz fur Schnelle: Untersucht, welche Aussagen verknupft
wurden. Notiert euch verschiedene Verkniipfungen. * Der Einstellungstest ermdglicht
Présentation der Lésung durch SuS., ggf. Kldrung im Plenum einen spielerisch-motivierenden
Einstieg mit vielen Anknlpfungs-
punkten zur anschlieRenden
Einfihrung der Verknipfungen
Konjunktion, Disjunktion und
Bijunktion, vgl. Erlauterungen

 Binnendifferenzierung durch
auftragsgesteuerte Erarbeitung

 EinfUhrung von Konjunktion, Disjunktion und Bijunktion,
an Alltagsbeispielen erldutern, Abgrenzung des ein- und
ausschlieBenden ,oder, siehe mégliches Tafelbild in den
Erlduterungen,Venn-Diagramme werden spéter ergénzt, s. unten

* (AB, Nr. 2, Verkniipfungen unter der Lupe )
Auftrag 2a: Wahrheitswerte eintragen + Beispiele zuordnen
Présentation durch verschiedene SuS, Beispiele aus Aufgabe 1
(Aussagen oder deren Negationen) werden zugeordnet

« Die Abgrenzung der Disjunktion (in
der Mathematik Ublicher Gebrauch
des einschlieBenden ,oder") von
der Kontravalenz (auschlielendes
.entweder ... oder”) ist im Bildungs-
plan nicht explizit gefordert, aus
didaktischer Sicht aber wichtig flr
tragfahige Vorstellungen und stellt
hier keine Uberforderung dar.

Auftrag 2b: Venn-Diagramme einfarben

Zusatz: Was fallt bei (i) und (k) auf? — Negation thematisieren
Présentation durch S., Ergénzungen durch L. und ggf. Uberleitung
zu weiteren Negationen (— NOR und NAND):

Auftrag 2c: Negation von p und q — letzte 2 Spalten ausfullen * Die Arbeit mit Venn-Diagrammen

und Venndiagramme farben, Zusatz: Spalten passend benennen bietet einen ergénzenden visuellen
Présentation durch S., Venndiagramme kénnen von S. im Zugang und bahnt die Vernetzung
Tafelbild eingeférbt werden, ggf. Ergénzung durch L.: mit der Mengenalgebra an.
logische Gatter AND, OR, NOR, XOR, XNOR, NAND « blau formatiert: Die weiteren
« Reflexion der Stundeninhalte, Uberblick und falls Zeit bleibt: Negationen gehen Ubers
. . Kerncurriculum hinaus und kénnen
* (AB, Nr.3. Tautologisch?!), sonst auch als Teil der Hausaufgabe: {ibersprungen werden. Allerdings
Einfihrung des Begriffs , Tautologie® an einfachen Beispielen werden hier effektiv Grundlagen fiir
Wichtig: Kurzer Hinweis zu den Vorfahrts- und Klammerregeln, die | ;o Behandlung der Gatter in
mangels Zeit nicht im Fokus stehen kbnnen und mehr oder Klasse 10 (BP, 3.3.1.3 (3)) gelegt,
weniger intuitiv verwendet werden. vgl. Erlauterungen.

» Stellen der Hausaufgaben (z.B. Nr. 4, 5 ggf. differenziert: 6)

Erlauterungen

In der 2. Stunde werden erste zweistellige Verknipfungen eingefiihrt, an Alltagsbeispielen
erlautert und die zugehoérigen Wahrheitswerttabellen erstellt.

Durch den Einstellungstest soll ein motivierender Einstieg mit reichhaltigen Ankntpfungs-
punkten ermoglicht werden (,deep end approach®). Dabei wurden die Bedingungen so
formuliert, dass die spater in Aufgabe 2 formalisierten Verknipfungen intuitiv verwendet werden
kénnen und gleichzeitig durch die zugrunde liegende Negation (,Du bist durchgefallen, wenn
...") bereits das Dualitatsprinzip boolscher Algebren ins Spiel kommt.

Die Anbahnung von tragfahigen Vorstellungen zum Dualitatsprinzip ist essentiell. Sie lag der
Konzeption von Aufgabe 2 zugrunde, deren Bearbeitung im Mittelpunkt der Stunde steht. Falls
dadurch eine Lerngruppe zu sehr gefordert sein sollte, finden sich Vorschlage zur
pragmatischen Vereinfachung in den folgenden Hinweisen.
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1. Einstellungstest

Zur Darstellung der konzeptionellen Uberlegungen folgt zunéchst eine Ubersicht der
verwendeten Verknipfungen. Es werden die Abkurzungen ,,1F3“ fir eine ,1 in Feld 3“ bzw.
.F1<F2“ fur gleiche Inhalte in Feld 1 und Feld 2 verwendet und die jeweils negierten
Verknupfungen in der zweiten Spalte aufgefihrt:

Durchgefallen, wenn ... Verkniipfung Bestanden, wenn ...
(1) OF1 AOF2 Konjunktion - (1) = (OF1 A OF2) < (1F1 v 1F2)
negierte Konjunktion, De Morgansche Regel
(2) 1F1 A1F2 A 1F4 Konjunktion —(2) —(1F1 A 1F2 A 1F4) < (OF1 v OF2 v OF4)
negierte Konjunktion, De Morgansche Regel
(3) .entweder 1F1 oder 1F3“ Kontravalenz | — (3) F1<F3 Bijunktion (Aquivalenz)
(4) F2<F3 Aquivalenz —(4) —(F2<F3), z.B. ,entweder 1F2 oder 1F3¢,
Kontravalenz
(5) —(1F3) Negation = (5) —(—=1F3) < 1F3 Doppelte Negation
(6) OF1 v OF4 Disjunktion — (6) "weder noch": —(0F1 v OF4) < (1F1 A 1F4)
negierte Disjunktion, De Morgansche Regel
(7) OF4 v 1F5 Disjunktion — (7) "weder noch": — (OF4 v 1F5) < (1F4 A OF5)

negierte Disjunktion, De Morgansche Regel
(8) ,weder 1F1 noch 1F4“ neg. Disjunkion | — (8) — (—~(1F1v1F4)) <(1F1v1F4) Disjunktion

Die Ubersicht ist nicht fiir die SuS bestimmt. Sie dient dem Zweck, dass man bei der
Besprechung klare Schwerpunkte setzen und die Aufgabe bei Bedarf abandern oder erganzen
kann. Da das Ratsel Uberbestimmt ist, kann man hier leicht Bedingungen weglassen oder
ersetzen, Verknupfungen streichen oder andere erganzen.

An eine ausfihrliche formale Behandlung ist hier nicht gedacht! Die aufgefihrten
Verknupfungen sollen intuitiv gebildet werden, ebenso werden die ,Regeln von De Morgan® in
der rechten Spalte hier unbewusst angewendet und nicht explizit thematisiert (Diese Regeln
werden erst in Klasse 10 als Rechengesetze hergeleitet und verwendet).

Intuitiv werden die SuS hier die Feldinhalte negieren (Wahrheitswerte 0 und 1 tauschen) und die
VerknUpfungen wechseln (zwischen A und v ,umschalten®), um zu einer "dualen" Aussage zu
gelangen. Den fachlichen Hintergrund dazu liefert das Dualitatsprinzip der boolschen Algebra.*

Im Anschluss wird dann "ein Gang zurtickgeschaltet". Drei der vorkommenden Verknupfungen
werden eingefuhrt und an alltagsnahen Beispielen erlautert. Als Anregung flr eigene
Umsetzungsideen finden Sie auf der folgenden Seite ein mdgliches Tafelbild.

4 Informationen hierzu findet man in der Datei M9aug01_hintergrund.odt im Ordner ,1_hintergrund®.
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Exemplarisch sind hier Beispiele aus der Alltagssprache aufgefiihrt, allerdings sollten im
Unterricht wenn mdglich eigene Beispiele der SuS eingebunden werden, die im Laufe des
Gesprachs diskutiert werden.

Verkniipfungen
Operator Symbol | Eine ist genau dann wahr, wenn
(unktor) y ...istg i
und anb Konjunktion ... sowohl Aussage a als auch Aussage b wahr ist.
oder avb Disjunktion ... mindestens eine der Aussagen wahr ist (oder beide).
,gleich” aob L ... die Aussagen a und b denselben Wahrheitswert
© Bijunktion  h-phen also entweder beide wahr oder beide falsch sind.
Beispiele Venn-Diagramme™

1) Es st kalt und dunkel.

~Sowohl a als auch b, ,a, aber auch b", Formulierungen im Alltag sind

shicht nur a, sondern auch b*, ... oft nicht eindeutig!

2) Willst du Milch oder Zucker in den Kaffee? ’ »,aoder b (a OR b)
auch beides méglich — nicht ausschliel3end, . in der Mathematik immer als
sondern einschlieendes ,oder” . | einschlieBendes ,oder"!

3) Haben wir jetzt Mathe oder Deutsch? 0 ,entweder a oder b*, (a XOR b)
Entweder Mathe oder Deutsch, aber nicht beides! (ausschlielRend - to exclude)

— ausschlieBendes ,,oder”

* Fir die Venn-Diagramme konnten zunachst die Kasten als Platzhalter gezeichnet werden.
Die Farbungen kénnen dann von SuS bei der Prasentation des Auftrags 2b an der Tafel
erganzt werden. Gesichert werden die entsprechenden Venn-Diagramme auf dem Arbeitsblatt
in Aufgabe 2. Im Tafelbild kénnten sie in einer Reflexionsphase gegen Stundenende zur
Abrundung dienen. Alternativ kdnnte man bei 3) auch ein Beispiel zur Bijunktion einbinden.

Fachsprachliche Unschéarfe vermeiden: Bijunktion und Aquivalenz

Hier wurde aus didaktischen Griinden zunachst der Begriff der Bijunktion eingefiihrt, der im
Bildungsplan nicht als verbindlicher Fachbegriff gefordert wird. Nur eine Bijunktion, die fur jede
Einsetzung wahr ist, wird als aussagenlogische Aquivalenz bezeichnet, der Unterschied wird
im direkten Vergleich deutlich:

Definition mit Aussagevariablen Anwendung bei zusammengesetzten Aussagen
Bijunktion Aquivalenz
a|b aob a b | —@ab) | & | —av-b
w | w w w | w f w f
w | f f w f w w w
flw f f w w w w
f f w f f w w w

(Beispiel: Regel von De Morgan)
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Die links mithilfe atomarer Aussagen a und b definierte Bijunktion ist nicht fir alle moglichen
Falle wahr, sondern nur wenn entweder beide Aussagen wahr oder beide falsch sind.

Die rechts mithilfe zusammengesetzter Teilaussagen formulierte Bijunktion liefert dagegen fur
alle moglichen Félle eine wahre Aussage. Eine Aquivalenz ist also eine besondere Bijunktion,
namlich eine, die gleichzeitig eine Tautologie, also fiir alle méglichen Falle wahr ist.

Diese Unterscheidung ist fir die klassische Aussagenlogik wichtig, sollte aber im Rahmen des
IMP-Unterrichts nicht im Mittelpunkt stehen. Bei der Subjunktion und Implikation verhalt sich
das anders, da der Bildungsplan den Begriff der Subjunktion als aktiv zu verwendenen
Fachbegriff fordert, worauf in der folgenden Stunde eingegangen wird.

Wann der Begriff der Aquivalenz verwendet und die Unterscheidung zwischen Bijunktion und
Aquivalenz im Unterrichtsgang thematisiert wird, muss individuell entschieden werden. Man
kann dies gleich nach der Behandlung von Aufgabe 2 machen oder erst in der Folgestunde,
wenn auch Subjunktion und Implikation voneinander abgegrenzt werden.

2. Verknupfungen unter der Lupe

Diese Aufgabe sieht eine erste Formalisierung vor und ist daher fiir die Begriffsbildung sehr
wichtig. In Auftrag 2a sollen die SuS zunachst die Wahrheitswerte der drei Verknipfungen
formal ermitteln und im Kontext von Aufgabe 1 interpretieren. Eine Differenzierung findet hier
Uber Anzahl und Durchdringungstiefe der Beispiele statt, so dass kein Zusatzauftrag erforderlich
ist. Die Prasentation kann flexibel von einer Gruppe tibernommen oder auf drei SuS aufgeteilt
werden. Die Erganzung von weiteren passenden Beispielen aus Aufgabe 1 im Plenum sollte fur
einen ersten sinnbehafteten Zugang ausreichen, der eine angemessene formale Darstellung
ermdglicht.

Mit Auftrag 2b) wird danach ein zweiter visueller Zugang angeboten, bei dem Venn-Diagramme
eine vertiefte Durchdringung der Zusammenhange anregen sollen. Gleichzeitig wird aber auch
die Interpretation der Boolschen Algebra als Mengenalgebra anschaulich angebahnt, am
Beispiel einfacher Verknipfungen von zwei Aussagevariablen. Dies wird in der vierten Stunde
auf drei Variablen erweitert®, bevor dann in einer moglichen Vertiefung am Ende der Einheit
auch verschiedene Interpretationen der Boolschen Algebra angesprochen werden konnten.
Die Abgrenzung der Disjunktion (,a oder b*) von der Kontravalenz (,entweder a oder b*) wird
wegen der hohen Alltagsrelevanz flr alle Lerngruppen empfohlen, auch wenn dies im
Bildungsplan nicht ausdricklich gefordert ist. Mit den Spalten (p) bis (s) sind die vom
Bildungsplan geforderten Kernkompetenzen zur Konjunktion, Disjunktion und Aquivalenz (bzw.
zunachst Bijunktion) abgedeckt und man kénnte zu Aufgabe 3 oder 4 Ubergehen, bevor in der
folgenden Stunde die Subjunktion eingeflihrt wird. Im Sinne der spartentbergreifenden
Verzahnung des Faches IMP wird hier aber empfohlen, die Gelegenheit zu nutzen und die
verschiedenen Logikgatter ebenfalls anzusprechen.

Hinweis:

Falls man bei der folgenden Vertiefung Bedenken hat, kann man in Aufgabe 2 die letzten
beiden Spalten, die letzte Zeile und den c)-Teil I6schen. Es bietet sich dann an, direkt zu
Aufgabe 3 liberzugehen oder Aufgabe 4 als Ubungsaufgabe zu nutzen.

5 Vgl. Datei M9aug04 logikraetsel mit3V.odt, Aufgabe 2: Wer trinkt Cola?
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3. Vertiefung: Vernetzung mit Inhalten der Informatik
Grundlagen zu den Logikgattern AND, OR, NOT, XOR, NAND, NOR
Querverweis im Bildungsplan zu Informatik, Klasse 10 (3.3.1.3. Rechner und Netze, (3))

Der Einstellungstest und die Tabelle wurden so angelegt, dass zu den drei Verknipfungen auch
jeweils schon ihre Negationen entdeckt und erforscht werden kénnen. Die Antisymmetrie zur
gedachten ,Spiegelachse” der Tabelle kdnnte beispielsweise Uber zwei kurze Auftrage wie folgt
erarbeitet werden.

Die differenzierende Frage ,Was fallt bei (r) und (s) auf?“ zielt zunachst auf die Entdeckung ab,
dass diese beiden Verknipfungen durch Negation auseinander hervorgehen. Um dies visuell
zu unterstutzen, wurden diese beiden Spalten in der Mitte nebeneinander angeordnet.
Mathematisch ausgedriickt gilt: Durch Negation einer Bijunktion (Aquivalenz) erhalt man eine
Kontravalenz und umgekehrt. Beachten Sie bitte, dass der Begriff Kontravalenz erganzend
verwendet werden kann, aber vom Bildungsplan nicht als aktiver Fachbegriff gefordert wird.

In der Regel wird man hier auf einer visuellen, intuitiv anschaulichen Ebene argumentieren und
den Zusammenhang durch Ubereinanderlegen der beiden Venn-Diagramme (als Folien auf
einem OHP bzw. unter einem Visualizer) oder durch den Einsatz digitaler Werkzeuge
veranschaulichen®. Alternativ kann man auch an der Tafel mit zwei Farben arbeiten. Aus
didaktischer Sicht wechselt man hierbei aus der Aussagenlogik in den anschaulicheren Bereich
der Mengenalgebra’: Eine Menge und ihr Komplement ergeben bei der Vereinigung zusammen
die Grundmenge, ihre Schnittmenge ist dagegen die leere Menge. Analog gilt im Bereich der
Aussagenlogik: Eine Aussage und ihre Negation widersprechen sich, haben also
unterschiedliche Wahrheitswerte. lhre Disjunktion ergibt immer eine wahre, ihre Konjunktion
dagegen immer eine falsche Aussage. Dies wird in Aufgabe 3a am Beispiel einer
Aussagevariable a und ihrer Negation — a aufgegriffen und formalisiert.

Diese Phase wird im Unterricht selbst nicht viel Zeit in Anspruch nehmen, so dass dann in
Auftrag 2¢ Konjunktion und Disjunktion negiert werden kénnen, um die Gatter NOR und NAND
kennen zu lernen, die in der Schaltalgebra wichtig sind, da alle Logikschaltungen aus einem
dieser beiden Gattertypen aufgebaut werden konnen?®. In der letzten Zeile der Tabelle konnten
dann zur Ergebnissicherung die Ublichen Gatterbezeichnungen eingetragen werden.

4. Tautologisch?!

Bevor in der folgenden Stunde die Subjunktion eingefiihrt wird, sollten noch erste Vorstellungen
zu tautologischen Aussagen entwickelt werden. Der Begriff Tautologie muss dabei nicht als
aktiver Fachbegriff bekannt sein, es schadet aber sicher auch nicht, ihn einmal zu erwahnen.
Ich habe mich daher daflir entschieden, ihn im Zusammenhang mit allgemeingultigen Aussagen
im Rahmen einer Definition in Aufgabe 3 einzuflhren, da er grundlegend fur die spater in
Klasse 10 zu beweisenden Rechengesetze ist.

Jede Tautologie kann auch als allgemeingultiges Rechengesetz gesehen werden.
Hier werden zunachst nur drei einfache Tautologien / Gesetze betrachtet:

6 Die GeoGebra-Datei M9aug00_ VENN2-Ueberblick allel6.ggb im Ordner 5_praesentationen kann
im Bereich der Aussagenlogik oder Mengenalgebra eingesetzt werden, um die acht Negationen zu
zeigen, die bei den 16 boolschen Funktionen mdglich sind (vgl. Dualitatsprinzip).

7 Aussagenalgebra und Mengenalgebra sind strukturgleiche Interpretationen der Boolschen Algebra, vgl.
Erlduterungen in M9aug01 hintergrund.odt im Ordner 1_hintergrund.

8 Vgl. z.B. [BEU] 10.4.1 Satz zur NAND- und NOR-Technik, S. 256 ff.
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av(—a) Existenz des Komplements: xv (- x)=w
—(@na(=a) Existenz des Komplements: x A (— x) = f, durch Negation folgt — (x A (= X)) = w,
(—(—a))=a Involutionsgesetz: (—(—=x)) =x

In Teilaufgabe b) wird der Bezug zu Venn-Diagrammen angesprochen und die Idee der
LAllmenge“ bzw. Grundmenge ins Spiel gebracht, um mit dem Begriff der Tautologie auch eine
passende visuelle Vorstellung zu verknlpfen.

Im Rahmen einer Vertiefung kénnte im Anschluss die erganzende Aufgabe 7 genutzt werden,
um als Fingeribung schon einmal die De Morganschen Regeln als Tautologie (Rechengesetz)
zu charakterisieren.

Der Hinweis auf die bekannten und in die Aussagenalgebra Ubertragbaren Vorfahrts- und
Klammerregeln sollte hier genliigen, um an geeigneten Stellen Schreibarbeit zu sparen. Im
weiteren Verlauf sollten diese aber behutsam eingesetzt werden. Im Zweifelsfall wird man lieber
eine Klammer zu viel als zu wenig setzen.

5. Uhrendieb

Diese Aufgabe ist als passgenaue Ubung konzipiert, um ankniipfend an die vorangegangene
Stunde ein erstes Logikratsel mit 3 Aussagevariablen zu I6sen, bei dem die drei neu
eingefuhrten Verknipfungen Konjunktion, Disjunktion und Bijunktion auftreten.

Gleichzeitig werden die zur systematischen Auffuhrung aller moglichen Konstellationen
erforderlichen kombinatorischen Hilfsmittel erneut angewendet.

6. Im Tresor
Diese Aufgabe kann entweder als alternativer (und etwas anspruchsvollerer) Einstieg statt
Aufgabe 1 oder als erganzende Ubung genutzt werden, auch fir die Hausaufgabe.

Die ,xxl-Variante“ des Einstellungstests (M9aug02 zusatz Test-xx1l.odt) kann Ubrigens
in einer sehr starken Lerngruppe fiir zusatzliche Herausforderungen sorgen, entweder als
Hausaufgabe oder auch in einer Weihnachts- oder Ratselstunde im Laufe des Schuljahres.

7. Vertiefung zur Aquivalenz

Aufgabe 6 kann fur starke Gruppen eingesetzt werden, um den Umgang mit
Wahrheitswerttabellen zu tiben und nebenbei die Zusammenhange rund um die Aquivalenz zu
vertiefen. Hier werden nun Teilaussagen zusammengesetzt und mithilfe von Venn-Diagrammen
veranschaulicht. Dabei handelt es sich letztlich um eine Darstellung der Aquivalenz in
,konjunktiver Normalform*“.®

Fir ganz schnelle Logiker befindet sich auf der Losungsseite zu Aufgabe 6 noch eine weitere
Aufgabe, in der die Regeln von De Morgan mit einer Wahrheitswerttabelle schon in Klasse 9
bewiesen werden kénnen. Dies wird in Klasse 10 fur alle verbindlich anstehen und kénnte dann
ggf. auch von den SuS im Rahmen eines Vortrags tbernommen werden, die sich das in Klasse
9 bereits als Vertiefung selbst erarbeitet haben.

9 Vgl. Datei "M9aug01_hintergrund.odt", zum Nachlesen auch empfohlen: [BEU], Kap. 10.2 Boolsche
Funktionen und ihre Normalformen. Dort wird auch der Umgang mit Karnaugh-Veitch-Diagrammen (kurz
KV-Diagramme) sehr anschaulich erlautert. Dabei handelt es sich um eine grafische Methode zur
Vereinfachung von boolschen Ausdriicken mit bis zu vier Aussagevariablen. Sie kénnen z.B. zur
Vereinfachung von Gatterschaltungen eingesetzt werden stehen u.a. auch im Informatikunterricht der
Kursstufe im Kontext der Schaltalgebra auf dem Programm.
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3. Stunde: Subjunktion und Implikation

Méoglicher Ablauf, Inhalte

Hinweise

Hausaufgabenvergleich, Prasentation durch SuS

Auftrag 1: (AB, Nr. 1a)

»1ragt eure Vermutungen in die erste Spalte ein.”

Zusatz: Findet eigene Beispiele fur ,Wenn-dann-Aussagen®.

S. préasentieren ihre Vermutungen und nennen Beispiele, von
denen 2-3 an der Tafel notiert werden. Daran wird wiederholt,
dass eine Folgerung aus zwei Teilen besteht: Voraussetzung
(wenn...) und Behauptung (dann...), Alltagssprachliche und
aussagenlogische Bedeutungen werden unterschieden und der
der Begriff "Subjunktion" fiir eine Folgerung eingefiihrt und
anschlieBend mit Aufgabe 2 formal gefasst und definiert.

Auftrag 2: ,Flillt die Tabelle aus.“ (AB, Nr. 2, Subjunktion)
Présentation durch SuS, daran anschlieBend im
Unterrichtsgesprédch Definition der Subjunktion (ber ihre
Wahrheitswerte (in der letzten Spalte der Tabelle).

Subjunktion als Disjunktion (AB, Nr.3)
Ausgehend vom alltagssprachlichem Bezug (, Tritt nicht Gber

oder der Versuch ist ungijltig“) erfolgt die Ruckflihrung einer
Subjunktion auf eine Disjunktion mittels —, v :

Auftrag 3a: SuS entdecken Zusammenhang beim Ausfiillen
Présentation durch SuS, Ergdnzung durch L., dann Vertiefung:
Auftrag 3b+c: Venn-Diagramm passend farben,

ggf. als Zusatzauftrag: Formulierung der Erkenntnis
Présentation durch SuS, in der Weiterfiihrungsphase
Versténdnis vertiefen (Vernetzung des Venn-Diagramms mit
der Definition der Subjunktion, vgl. Erlduterungen zu 3b),c))

Uberleitung zu 4a), dort ist diese Aquivalenz formal dargestellt.

Subjunktion und Implikation (AB, Nr. 4)

Auftrag 4a: Analyse und Interpretation der Tabelle

Verbale Beschreibung des Vorgehens durch SuS.

Auftrag 4b: Ubertragung auf einfache zweite Tautologie
Préasentation, Ergebnissicherung, danach:

Definition: Implikation als allgemeingliltige Subjunktion

(ggf. Auch Ergénzung: Aquivalenz als allgemeing. Bijunktion)

Ubung, falls Zeit (aus AB Nr. 5,6,7)

AbschlielRende Reflexion der Stundeninhalte, ggf. an einem
weiteren alltagsnahen Beispiel entwickeln, vgl. Erlduterungen

Stellen der Hausaufgaben (aus dem Fundus des AB)

Material:
M9aug03 sub imp.odt

Binnendifferenzierung durch
auftragsgesteuerte Erarbeitung

Didaktische Stufung der Erarbeitung:
1) Alltagsbezug und -sprache fiihren
zu kognitivem Konflikt (kontraintuitiv)
2) Formale Definition der Subjunktion
Uber Wahrheitswerttabelle
3) Rickfihrung auf Disjunktion
Grundvorstellungen, Visualisierung
4) Subjunktion und Implikation
Abgrenzung der beiden Begriffe

bei Bedarf kann ein weiteres
sinnstiftendes Beispiel herangezogen
werden, bevor Schritt 3 angegangen
wird. Hier bietet sich Aufgabe 6 als
innermathematisches Beispiel an.

ggf. kdnnte man nach Auftrag 3b) die
Formalisierung der erkannten
Aquivalenz: (p — q) < (-~ pv q)an
der Tafel entwickeln und sichern,
bevor zu Aufgabe 4 ibergeleitet wird,
in der ein neuer Typ von Ubungs-
aufgaben zu Wahrheitswerttabellen
eingefuhrt wird.

Alternative:

Falls man die Implikation erst spater
thematisieren mochte, kann man
Auftrag 4 auf die Folgestunde
verschieben und zunachst
Anwendungsaufgaben aus dem
Fundus wahlen.

Das Applet M9aug02_VENN-2Var.ggb
kann als Ubungsumgebung zum
Visualisieren mit Venn-Diagrammen
eingesetzt werden, auch auf den
Endgeraten der SuS.™

Erlauterungen

Aus dem Mathematikunterricht kennen die SuS bereits Implikationen (a = b, lies ,a impliziert b*
oder ,aus a folgt b*). Da der Begriff Subjunktion als aktiv zu verwendeter Fachbegriff gefordert
wird, ist im Unterricht die fir SuS sicherlich schwierige Unterscheidung zwischen Subjunktion
und Implikation erforderlich. Dazu wurde eine Erarbeitung in den oben genannten vier Schritten
gewahlt, die in den Hinweisen zu den einzelnen Aufgaben nun erlautert werden.

10 Die Applets der Einheit stehen unter https://ggbm.at/k7u4ab9v zur Verfugung (letzter Abruf:15.5.2019).
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1. Folgerungen im Alltag

Beispiele aus der Alltagssprache haben immer ihre Unscharfen und Tlcken, da man meist von
kausalen oder zeitlichen Zusammenhangen ausgeht, die aber in der Aussagenlogik keine
Rolle spielen. Der Wahrheitswert einer Aussage hangt einzig und allein von den
Wahrheitswerten der beteiligten Teilaussagen ab, so auch bei der Subjunktion. Beispielsweise
ist die vollig unsinnig erscheinende Aussage ,WWenn Konstanz in England liegt, dann ist 2+3=7
eine im Sinne der Aussagenlogik wahre Aussage! Man muss kausale und temporare
Zusammenhange vollig ausblenden, was den SuS sicherlich zunachst nur mehr oder weniger
gut gelingen wird, aber auch eine wichtige Herausforderung darstellt.

Uber den Bezug zur Alltagssprache kann man daher nur erste Ideen anbahnen und eine vage
Ahnung davon vermitteln, was unter einer Subjunktion zu verstehen ist. Der Alltagsbezug wirkt
in gewissem Sinne sogar kontraproduktiv, da man meist kausale oder temporare Aspekte
betont. Dies sollte im Unterrichtsgesprach nach Aufgabe 1 herausgearbeitet werden. Daher
wurden kontrastierende Beispiele eingebunden, um einen kognitiven Konflikt zu erzeugen, der
dann im Gesprach thematisiert und im Laufe der Stunde aufgeldst werden kann.

Die SusS tragen in der ersten Spalte ihre Vermutungen ein, die auch unkommentiert stehen
bleiben kdnnen.

Nach der Bearbeitung und Prasentation kdnnte man zusatzlich 2-3 Schulerformulierungen an
der Tafel notieren und ggf. eigene erganzen, um spater darauf zurtickgreifen zu kénnen, z.B.
(1) Wenn man in der Arbeit betriigt, dann bekommt man eine ,6*.

(2) Wenn man morgens ,verschlaft®, dann kommt man zu spét in die Schule.

“

Man sollte noch wiederholen, dass eine Folgerung aus zwei Teilen besteht, der Voraussetzung
und der Behauptung und dies an den Beispielen konkretisieren.

Méglicherweise wird man hier schon auf einen weit verbreiteten Denkfehler eingehen, falls die
SuS vermuten, dass die Voraussetzung a wahr sein muss, wenn die Folgerung a — b korrekt
ist. Wenn a — b wahr ist, kann man daraus nicht ableiten, dass auch a wahr sein muss. Die
Wahrheit von b ist zwar notwendig flr die Wahrheit von a, aber nicht hinreichend. Auch bei
einer falschen Voraussetzung a kann bekanntlich die Folgerung a — b wahr sein.

Dies konnte man auch an Alltagformulierungen einsichtig machen. Die Aussage ,Wenn es
regnet, dann wird die Stral’e nass” bleibt wahr, auch wenn es nicht regnet. Dass es regnet ist
hinreichend dafiir, dass die Stralle nass wird. Dagegen ist eine nasse Stralde zwar notwendig,
aber nicht hinreichend daflr, dass es regnet."

2. Subjunktion — ,Wenn a, dann b*

Die Defintion der Subjunktion bereitet Probleme, da sie zunachst kontraintuitiv ist und erst
spater klar wird, warum sie Sinn macht und warum man aus einer falschen Aussage
tatsachlich wie oben beschrieben alles folgern darf. Hier greift nun die ,Eleganz und Klarheit
des Formalen®, die den SuS in Gestalt der Wahrheitswerttabelle der Subjunktion begegnet.
Beim Ausfullen der Tabelle werden zunachst die ,Wahrheitstafeln“ der Konjunktion und
Bijunktion zur Wiederholung eingetragen. Dies erleichert das Entdecken von Widersprichen,
falls sie fur die Subjunktion falsche Vermutungen eintragen, da sich deren Wahrheitstafel von
den Tafeln der anderen beiden Verknipfungen unterscheiden muss.

Nach der Prasentation kann man sich im Plenum auf einen Formulierungsvorschlag fur die
Definition der Subjunktion auf Basis ihrer Wahrheitstafel verstandigen.

Falls vor der Erweiterung der Vorstellungen zur Subjunktion in Aufgabe 3 noch weitere
Beispiele erforderlich sein sollten, kdnnte man beispielsweise Aufgabe 6 vorziehen, in der die
Subjunktion zusatzlich an einem innermathematischen Beispiel motiviert werden kann.

11 Bei der Implikation a = b gilt: b ist notwendig fur a und a ist hinreichend fur b. Nahere Erlauterungen
hierzu findet man in der Datei M%9aug01 hintergrund.odt im Ordner 1_hintergrund.
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3. Subjunktion als Disjunktion

Im entscheidenden Begriffsbildungsschritt wird in Aufgabe 3 die
Wenn-dann-Verknipfung auf die bekannten Junktoren — und v
zuruckgeflhrt und dabei vermittelt, dass die Subjunktion a — b als
Disjunktion — a v b aufgefasst werden kann. Dies zielt langfristig auch
auf konjunktive bzw. disjunktive Normalformen (KNF bzw. DNF) ab,
die hier ins Spiel kommen, ohne dass dies thematisiert wird.

In Klasse 9 liel3e sich der ,didaktische Kern* der Normalformen als
optionale Vertiefung anschaulich am Venn-Diagramm motivieren.

So entspricht beispielsweise jede "Vollkonjunktion" der atomaren
Aussagen (bzw. ihrer Negationen) in den einzelnen Zeilen der ) E
Wahrheitstafel genau einer der vier nummerierten Teilflachen im
Venn-Diagramm.' Fiir die Subjunktion gilt dabei:

kanonische konjunktive kanonische disjunktive @)
Normalform (KKNF) Normalform (KDNF)
—(2) (1) (3) (4)

Fur die erfolgreiche Bearbeitung der Aufgabe spielt dieser didaktische Hintergrund absolut
keine Rolle. Die SuS sollen hier nur entdecken, dass jede Subjunktion als Disjunktion
aufgefasst werden kann und halten diese Erkenntis fest.

Zur Abrundung kann man Bezug auf die Beispiele der SuS nehmen und diese nun auch als
Disjunktion formulieren lassen.

Formulierung als Subjunktion a — b:

(1) Wenn man in der Arbeit betriigt, dann bekommt man eine ,,6*.

(2) Wenn man morgens ,verschlaft’, dann kommt man zu spét in die Schule.

Formulierung als Disjunktion —a v b:
(1) Nicht Betriigen oder eine ,,6“ bekommen.
(2) Nicht Verschlafen oder zu spét in die Schule kommen.

Uberleitung zur nachsten Aufgabe:

Die in Nr. 3 entdeckte Aquivalenz (a—b)<>(—avb) ist in der folgenden Aufgabe Nr. 4 in der
linken Wertetabelle formal dargestellt, worauf bei Bedarf zurlickgegriffen oder verwiesen
werden kann.

4. Subjunktion und Implikation

In Nr. 4 geht es zunachst um die modifizierte Verwendung einer Wahrheitstafel, mit der man
einen Aussageterm ubersichtlich auf Allgemeingliltigkeit prifen kann. Die SuS sollen dies in
einem ersten Partnerarbeitsauftrag (4a) am Beispiel einer allgemeingtiltigen Bijunktion
analysieren und im Plenum erlautern. Nach der Prasentation kann die in der Tabelle bewiesene
Aquivalenz (a—b)<(—avb) in der letzten Tabellenzeile eingetragen werden.

Mit Auftrag 4b werden anschlieBend zwei Ziele verfolgt. Einerseits soll die modifizierte
Verwendung der Wahrheitstafel auf ein zweites einfaches Beispiel Gbertragen werden.™
Andererseits wurde eine allgemeinglltige Subjunktion gewahlt, so dass der Begriff der

12 Vgl. Erlduterungen zu den Normalformen in: M9aug01 hintergrund.odt im Ordner 1_hintergrund.

13 Damit wird gleichzeitig ein Aufgabentyp vorbereitet, fir den im Internet ein digitaler Wahrheitstafel-
Trainer zur Verfigung steht, vgl. Hinweise zu Aufgabe 7.
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Implikation gleich mit dem der Subjunktion kontrastiert und vernetzt werden kann:

Jede Implikation ist eine Subjunktion, aber umgekehrt ist nicht jede Subjunktion eine
Implikation. Wie intensiv man diese begrifflichen Feinheiten aufgreift und thematisiert, hangt
von der Situation der Klasse ab. Nicht alle SuS werden die Nuance zwischen Subjunktion und
Implikation verinnerlichen. Die Implikation ist sicher der wichtigere Begriff, auch wenn er im
Bildungsplan fir IMP in dieser Einheit nicht als aktiver Fachbegriff gefodert wird. AulRerdem sei
angemerkt, dass viele Autoren hier aktuell nicht mehr differenzieren.™

Einsatz d|g|ta|er Werkzeuge Férbe das Venn-Diagramm passend zum Term!
Zur Vertiefung des Zusammenhangs zwischen 4 e e
symbolischer Darstellung, Wahrheitswerttabelle und
Venn-Diagramm kann im Unterrichtsgang nun auch
das Applet M9aug02_VENN-2Var.ggb eingesetzt
werden.” In der Aufgabenserie sind 20 Terme
hinterlegt, deren Venn-Diagramme passend gefarbt
werden missen. Die Tabelle kann dabei auch
ausgeblendet werden.

Profen Néchste

[Feld () [a]b]-b
(1 1)1

)
¥

Ne =4
s

5. Im Kino

Mit dieser Ubungsaufgabe werden mehrere Ziele verfolgt. Zunéchst soll das neue mit dem
alten Wissen vernetzt und angewendet werden. Dazu wurden nun Konjunktion, Disjunktion
und Subjunktion eingebunden, wobei der Schwerpunkt auf der eingeflhrten Subjunktion liegt.
Weiterhin wurden differenzierende Zusatzauftrage berticksichtigt wie z.B. das Aufstellen der
aussagenlogischen Terme im a)-Teil. Ebenso kann der b)-Teil auch nur von einem Teil der SuS
bearbeitet werden, da die logische Argumentation eventuell fir manche SuS schwieriger ist als
das Aufstellen und Ausflllen der Wahrheitstafel. Im Unterricht sollten dann mdéglichst beide
Vorgehensweisen angemessen berlcksichtigt und prasentiert werden.

AuRerdem besteht die Moglichkeit, den Ubergang zur binaren Logik durch die (ibersichtlichere
Darstellung mittels Nullen und Einsen anzubahnen. In der Musterlésung wurden daher hier
erstmals die Wahrheitswerte (w/f) durch (1/0) ersetzt.

6. Gerade oder ungerade?

Mit diesem Beispiel kann man die Begriffsbildung zur Subjunktion bei Bedarf mit einem
innermathematischen, einleuchtenden Beispiel unterstitzen. In den Musterlésungen wurden die
Uberlegungen auf die wesentlichen anschaulichen Aspekte reduziert. Man kdnnte hier aber im
Sinne der Vernetzung mit der Zahlentheorie auch kurze formale Beweise flihren, was fir
starkere Gruppen eine reizvolle Vertiefung ermdglicht:

,Fur alle natiirlichen Zahlen m und n gilt: ,Wenn m gerade ist, dann ist auch m-n gerade."”
Mit a: ,m ist gerade”“und b: ,m-n ist gerade” ist also zu beweisen, dass a — b wahr ist.
Die Zahl n kann gerade (g) oder ungerade (u) sein, es gibt keine Einschrankungen.

Die vier méglichen Félle werden néher untersucht:

(1) m, n beide gerade (2) m gerade, n ungerade
(3) m ungerade, n gerade (4) m, n, beide ungerade

14 Die Unterscheidung zwischen Subjunktion und Implikation wird unterschiedlich gehandhabt. In alteren
Werken taucht der Begriff der Subjunktion noch auf, aktuelle Autoren verwenden oft auch nur noch den
Begriff der Implikation, z.B. [AHR], S. 22, [BEU], S. 247 oder [AIG], S. 218. In anderen Quellen wird die
Subjunktion als materiale Implikation von der formalen Implikation abgegrenzt.

15 Die Applets der Mathematikeinheiten zu IMP9 sind unter https://ggbm.at/k7u4ab9v abrufbar. Dieses
Vorgehen hat u.a. den Vorteil, dass die Auflésungen automatisch an die Endgerate angepasst werden.
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m n Argumentation

g | g Die beiden geraden Zahlen kann man als m=2 j bzw. n=2 k schreiben, wobei |
und k ganze Zahlen sind, also j,k€IN . Es gilt dann fiir das Produkt:

m-n=2j-2k=4jk=2-(2jk), man erhélt eine gerade Zahl.
Sowohl Bedingung a als auch Folgerung b sind wahre Aussagen.
Die Subjunktion a — b ist ebenfalls wahr.

g |u Es gilt weiterhinm = 2j mit j€IN . Die ungerade Zahl n ldsst sich als
n=2-k +1 schreiben, mit k€N .Fiir das Produkt gilt dann:
m-n=2j-(2k+1)=4jk+2j=2-(2jk+j),

es ergibt sich eine gerade Zabhl.

Bedingung a und Folgerung b sind wiederum beide wabhr.

Die Subjunktion a — b ist ebenfalls wahr.

u | g Nun wird der umgekehrte Fall betrachtet und fiir das Produkt folgt:
m-n=(2j+1)-2k=4jk+2k=2-(2jk+k),
man erhélt eine gerade Zahl.

Nun ist die Bedingung a zwar falsch und die Folgerung b wabhr.
Die Subjunktion a — b ist aber weiterhin eine wahre Aussage.

u |u Im letzten Fall sind nun beide Zahlen ungerade und fiir das Produkt folgt:
m-n=(2j+1)-(2k+1)=4jk+2j+2k+1=2-(2jk+j+k)+1,
hier erhélt man eine ungerade Zahl.

Sowohl Bedingung a als auch Folgerung b sind hier falsche Aussagen.

Die Subjunktion a — b ist aber davon unbertihrt eine wahre Aussage.

Fir alle méglichen Félle ist die Subjunktion a — b also wahr und damit eine Tautologie. Folgt
man den Regeln der klassischen Aussagenlogik, so dliirfte man sie erst nach dem formalen
Beweis als Implikation a = b bezeichnen.’®

Insgesamt kénnte man mit diesem kleinen Exkurs bestéatigen, dass die Subjunktion a — b
wirklich nur dann falsch ist, wenn die Bedingung a wahr und die Folgerung b falsch ist.

7. Allgemeingultig?!

Aufgabe 7 dient der Vertiefung der Wahrheitswerttabellen. Insbesondere die Wahrheitstafel auf
der rechten Seite bereitet die Struktur vor, die Jan Schreiber fiir seinen Wahrheitstafel-Trainer
gewahlt hat, der sich effektiv fiir vertiefende Ubungsphasen einbinden lasst."”

8. Weltrekord!

Aufgabe 8 ist eine vertiefende Anwendungsaufgabe mit 3 Variablen, die in Subjunktionen sowie
Disjunktionen eingehen. Die Wahrheitstafel wird hier aber nicht wie eingefuhrt verwendet,
vielmehr ist ein Blick Uber den Tellerrand erforderlich. Auf der linken Seite werden die mdglichen
Zieleinlaufskombinationen betrachtet. Die Aufgabe eignet sich daher zur Vernetzung von
Kombinatorik und Aussagenlogik und bietet nebenbei die Gelegenheit, historische sportliche
Hoéchstleistungen wahrzunehmen und zu wirdigen.

16 Wie schon erlautert, hat sich die Situation in der aktuellen Literatur gewandelt. Folgt man dieser
Sichtweise, so sind Implikationen nicht mehr per se allgemeingliltige Aussagen, sie konnen wahr oder
falsch sein. Der Begriff der Subjunktion ist bei dieser Sichtweise nicht erforderlich.

17 Der Wahrheitstafel-Trainer wurde von Jan Schreiber (Uni Duisburg) programmiert und ist aktuell unter
zwei Adressen aufrufbar: 1) http://www.wi.hs-wismar.de/~cleve/vori/ti2027/wtafeln/index.html
2) http://www.duplexnegatioaffirmat.de/wahrheitstafel-trainer/ (zuletzt abgerufen am 25.3.2019).
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4. Stunde: Logikratsel mit drei Variablen

Méoglicher Ablauf, Inhalte

Hinweise

» Hausaufgabenvergleich, Prasentation durch SuS

* Warm-Up (AB, Nr.1, Nasse Stralle)
Wiederholung der Subjunktion am Beispiel ,Wenn es regnet,
dann wird die Straf3e nass®, dann Vertiefung durch Erweitern
der Aussage: ,Die Strale wird aber nicht nass.*

Auftrag 1__a: Term aufstellen, Zwischensicherung:
S. trégt Uberlegungen vor und trégt Term in Kopfzeile ein

Auftrag 1b: Ist die Verkniipfung allgemeinguiltig?
— SusS fullen die Tabelle aus und interpretieren das Ergebnis
S. prdsentiert Wahrheitstafel, Erkenntnis: Implikation!

+ Schwerpunkt der Stunde: Ubung (AB, Nr.2, ,Wer trinkt Cola?“)
Nach der gemeinsamen Definition der Aussagen a,b,c folgt

Auftrag 2a: ,Notiert zu den Aussagen (1)-(1V) passende Terme
und begrindet eurer Vorgehen bei der Prasentation.”
Présentation durch SuS (z.B. 2 S. jeweils 2 der Terme)

Auftrag 2b: Wahrheitswerte zu den Aussagen (1)-(IV) eintragen
+ 2c als Zusatzauftrag fiir schnelle SuS stellen.

Présentation zu 2b durch S. ->,Alina und Birgit trinken Cola®,
Présentation zu 2c: Exkurs zu Bindrzahlen zum systematischen
Ausfiillen méglich, vgl. Erlduterungen

Auftrag 2d: Kennzeichne die acht Teilflachen im Venn-
Diagramm passend zu den acht Tabellenzeilen, Vernetzung
Présentation durch S., Weiterfiihrung in folgender Phase:

* nach Nr. 2: Vertiefung und Sicherung an der Tafel:
Venn-Diagramm und Wahrheitstafel, vgl. Erlduterungen
Auftrag 3a: Teilflachen passend zu Tabellenzeilen nummerieren.
Présentation durch SuS
Auftrag 3b: Zwei der acht mdglichen Vollkonjunktionen als
Terme zu vorgegebener Wahrheitstafel aufstellen.
Auftrag 3c/d: Lehrervortrag: Nutzung eines Venn-Diagramms
als visuelles Hilfsmittel zum Lésen bestimmter Logikratsel
prozessbegleitende Sicherung an der Tafel (vgl. Erlauterungen)

Optionale Vertiefungsmoglichkeiten, vgl. Erlauterungen

+ Ubung (AB, Nr. 3), Anwendung der Strategie des AusschlieRens
Verzahnung mit dem Ausflllen der Wahrheitswerttafel

« Abschliefende Reflexion der Stundeninhalte

+ Stellen der Hausaufgaben (z.B. Nr. 4 oder 5)

Material:
M9aug04 logikraetsel mit3V.odt

Binnendifferenzierung durch
auftragsgesteuerte Erarbeitung und
differenzierende Zusatzauftrage.

Nr. 1 greift die Inhalte der letzten
Stunde auf und verdeutlicht den
Zusammenhang von Subjunktion und
Implikation. Mdgliche Differenzierung
"nach unten": bei 1a den Term bereits
in der Kopfzeile vorgeben und ihn von
den SusS interpretieren lassen.

» Aufgabe 2 dient der Wiederholung

von Disjunktion, Bijunktion bzw.
Aquivalenz und Kontravalenz sowie
Subjunktion und ermdglicht die
Vernetzung von Aussagen- und
Mengenalgebra im Falle von drei
Aussagevariablen.

Der differenzierende Zusatzauftrag 2c
dient gleichzeitig dem Briickenschlag
zur bindren Logik und nimmt das
Vorgehen beim Ausflllen der linken
Tabellenhalfte in den Blick. Muster der
Tabellenbereiche kdnnten analysiert
werden, vgl. Erlauterungen.

 Die Feinstufung der Auftrage 2a) bis

2d) kann flexibel angepasst werden,
ggf. wird man kombinieren, streichen
oder erganzen, um der eigenen
Lerngruppe gerecht zu werden.

Vertiefung durch Visualisierung mit
einem Venn-Diagramm, Vorstellungen
zur Disjunktiven Normalform (DNF)
werden angelegt, vgl. Erlduterungen.

Blick auf Venn-Diagramme wird
erweitert. Nach Aufgabe 2 werden sie
auch als heuristisches Hilfsmittel zur
Losung von Logikratseln eingefihrt
und bei Nr 3 zur Ubung verwendet.

Erlauterungen

Die vierte Stunde steht im Zentrum der Einheit und wird daher hier ausfihrlich dokumentiert.

Es soll gelibt und vertieft werden. Die eingefiihrten Junktoren wurden dazu bei Logikratseln mit
drei Variablen eingebunden. Es wird mit Wahrheitstafeln gearbeitet und deren Struktur durch die
engere Verzahnung mit Venn-Diagrammen aus einem neuen Blickwinkel betrachtet. Die
mdglichen Kombinationen (Vollkonjunktionen) auf der linken Seite der Tabelle werden im Venn-
Diagramm als Teilflachen visualisiert und dadurch intuitiv als Bausteine erkannt, aus denen sich
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beliebige Aussagen zusammensetzen lassen. Dadurch werden auch erste tragfahige
Grundvorstellungen zur KDNF (Kanonische Disjunktive Normalform) angelegt, die curricular im
Fach Informatik in der Kursstufe behandelt wird.

Es folgen Erlauterungen zur Konzeption der einzelnen Ubungsaufgaben und ihrer Einbettung in
einen moglichen Unterrichtsverlauf:

1. Nasse StraBe'® - Warm up

Die erste Aufgabe ermdglicht die Wiederholung der Inhalte der letzten Stunde und knupft direkt
an das klassische Alltagsbeispiel ,Nasse Stra3e* an. Vor dem Austeilen des Arbeitsblattes kann
man die aus der letzten Stunde bekannte Subjunktion wiederholen und deren ,kontraintuitive®
Definition mittels ihrer Wahrheitstafel nochmals herausarbeiten.

Danach wird die weitere Aussage ,Die Strale ist nicht nass® hinzugenommen und die Aufgabe
an der Tafel entwickelt. Durch die vorstrukturierte Tabelle auf dem Arbeitsblatt werden die SuS
beim Aufstellen eines passenden aussagelogischen Terms unterstitzt. Sie sollen hier selbst
entdecken, dass die beiden vorgegebenen Aussagen p—q und —q durch eine Konjunktion
verknupft werden missen. Als Gesamtaussage wurde hier eine Implikation gewahlt, deren
Wahrheitsgehalt mit der Tabelle Ubersichtlich Uberprift werden kann. So kdnnen die SuS
nochmals den Zusammenhang zwischen Subjunktion und Implikation reflektieren.

Hinweis: Falls der Begriff Tautologie eingeflihrt wurde, sollte man ihn hier verwenden und
herausarbeiten, dass jede Tautologie als ,Rechengesetz® / als ,aussagenlogisches Gesetz*
aufgefasst werden kann. Jede tautologische Subjunktion ist eine Implikation.

2. Wer trinkt Cola?" - "Kernaufgabe" der Unterichtseinheit

Im Zentrum der Stunde und der gesamten Unterrichtseinheit steht die Aufgabe Nr. 2, die daher
auch ausflhrlich behandelt werden sollte. Sie verfolgt konzeptionell mehrere Ziele:

1) Am Beispiel eines typischen Logikratsels mit drei Aussagevariablen werden die bisher
bekannten Junktoren und das Ausfullen von Wahrheitstafeln wiederholt und vertieft.

2) Es erfolgt der Ubergang von den Wahrheitswerten wahr/falsch (w/f) auf die abstrakteren,
bindren Wahrheitswerte eins/null (1/0), deren Vorteile entdeckt werden und mit denen im
weiteren Verlauf auch "gerechnet" werden kann.

3) Durch die Vernetzung der Wahrheitstabelle mit dem zugehdrigen Venn-Diagramm im Sinne
des E-I-S-Prinzips werden Grundvorstellungen zur Struktur von Wahrheitstafeln vertieft.

4) Es werden intuitive Vorstellungen zur KDNF angelegt, ohne diese zu friih zu abstrahieren.

Die SuS Ubersetzen zunachst die vier Aussagen in Terme und wiederholen dabei bekannte
Begriffe. Es sollte im Rahmen der Schiilerprasentation oder in der Weiterflihrung wiederholt
werden, dass es sich bei den vier Aussagen um zwei Subjunktionen (I und 1V), eine Negation
einer Bijunktion / Aquivalenz (Il, auch Kontra- oder Antivalenz genannt) und eine einfache
Disjunktion (lll) handelt. In den freien Feldern darunter konnen diese Verknipfungen mit den
Basisjunktoren —, A, v dargestellt werden. Die Eigenschaft, dass alle Verknipfungen auf diese
drei Junktoren zurtickzufiihren sind, liegt bekanntlich der Schaltalgebra zugrunde und kann hier
kurz thematisiert werden. Die Verzahnung mit der Einheit ,Elektrodynamik und
Informationsverarbeitung“ (vgl. Bildungsplan IMP 3.2.3.1, (1)) bietet sich an, wobei in Klasse 9
noch nicht daran gedacht ist, hier auch das NAND-Gatter oder NOR-Gatter als
"Universalbausteine" ins Spiel zu bringen.

18 Die didaktische Aufbereitung dieses Beispiels basiert auf den bei [ARZ], 1973, S.18 dokumentierten
Uberlegungen. Dort findet man bei Bedarf weitere Beispiele und Aufgaben zur Vertiefung.

19 Diese Aufgabe wurde in Anlehnung an ein Ratsel von Martin Gardner (Wer bestellt einen Martini?)
konzipiert (vgl. [GAR], 1984, S. 108.) In seinem lesenswerten Buch ,Mathematischer Zirkus“ greift
Gardner die ,Boolsche Algebra“ auf und erlautert weitreichende Zusammenhange, die auch bei der
Konzeption dieser Einheit berticksichtigt wurden.
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Bei Auftrag 2b erstellen die SuS als Ubung die Wahrheitstafel zu den vier Aussagen und
verwenden dabei die noch ungewohnte Darstellung mittels Nullen und Einsen. Die
Beantwortung der Frage ,Wer trinkt Cola?“ sollte keine Probleme bereiten. Danach konnte mit
dem differenzierenden Zusatzauftrag 2c auch das Vorgehen auf der linken Tabellenseite
erlautert und als hilfreiche Strategie erkannt werden. In der Regel werden die SuS hier selbst
das ,Hoch- oder Runterzahlen der Binarzahlen erkennen, was vor allem bei Tabellen mit vier
oder gar funf Variablen natzlich ist. Eine Vertiefung zur Verzahnung der Tabellen mit
Binarzahlen ist weiter unten skizziert.

Bei Auftrag 2d) kommt die Mengenalgebra ins Spiel und ermdglicht durch den anschaulichen
Zugang Uber Venn-Diagramme einen neuen Blick auf die Struktur von Wahrheitstafeln. Die
acht ,Elementarkombinationen® in den Tabellenzeilen werden als Teilflachen des Venn-
Diagramms wahrgenommen, aus denen sich zu jeder Aussage das passende Diagramm durch
Vereinigen geeigneter Teilflachen zusammensetzen lasst. Intuitiv werden diese
Vollkonjunktionen damit als Bausteine erkannt, aus denen man jede denkbare Aussage durch
Disjunktionen zusammensetzen kann. Diese Grundvorstellung fihrt letztlich zur ,Kanonischen
Disjunktiven Normalform“ (KDNF) und kann hier altersangemessen angebahnt werden.® An
dieser Stelle sollte das aber nicht vertieft werden. Dazu bietet sich in der nachsten Stunde der
optionale Exkurs zur interaktiven Lernumgebung ,LogicTraffic von Ruedi Arnold an®'. Dort
kann die Mehrheit der Lerngruppe effizient iben, wahrend einzelne SuS binnendifferenziert an
KDNF und KKNF herangefuhrt werden kdnnten.

Mbéglicher Einsatz digitaler Werkzeuge

Wahrend das Tafelbild entwickelt wird, kann die Datei M9aug04 VENN-3Var.ggb begleitend
oder in einer Reflexionsphase eingesetzt werden. Sie kann auch im Anschluss als
Ubungsumgebung verwendet werden. Die ersten acht Aussagen decken dabei die oben
genannten Elementarkonjunktionen ab, im Screenshot ist exemplarisch die Verzahnung von
Diagramm und Tabelle am Beispiel der Vollkonjunktion (a A — b A c¢) zu sehen.?

w Feld() |a|b c|an—-baic
(1) |(ojojo
(2) |oj0|1
(3) |(0j1]0
(4) |0|1]1
(5) 1/0/|0
Co 1o |
(7) 1/1]0
(1) (8) 111

Eigenes Bild: Screenshot der GeoGebradatei M9aug04 VENN-3Var.ggb

Die acht Teilflachen des Venn-Diagramms mussen durch Anklicken jeweils passend zu dem
vorgegeben Aussageterm gefarbt werden. Uber Schaltflachen konnen die SuS dabei ihre
Vermutungen Uberprifen und werden durch die Ubung geflihrt. Die Progression im

20 Hintergrundinformationen zu den Normalformen findet man in der Datei M9aug01 hintergrund.odt
im Ordner 1_hintergrund.

21 Unter https://www.swisseduc.ch/informatik/infotraffic/logictraffic/materialien.html stellt das swisseduc-
Team die von Ruedi Arnold programmierte Lernumgebung ,LogicTraffic* bereit (abgerufen: 23.3.2019).

22 Das Applet ist auch im Verzeichnis "5_praesentationen" abrufbar und enthalt 20 Aussagen.
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Anforderungsniveau ermdglicht eine interaktive, kooperative und binnendifferenzierende
Umsetzung im Computerraum oder evtl. auch mit den Endgeréaten der SuS.%

Gemeinsame Sicherungsphase nach Bearbeitung von Aufgabe 2, mégliches Tafelbild

Venn-Diagramm und Wahrheitstafel — zwei Seiten derselben Medaille

Feld Elementare zyvei Vpll- Beispiel einer
Aussagen konjunktionen Aussage

a| b| c | (anbac) | (manbac)| (a>b) A ¢
m M/ 0,00 0 0
20/ 0, 0] 1 0 0 1
3.0/ 1]0 0 0 0
410 1] 1 0 1 1
BG) 1,010 0 0 0
(1) @6) 1,0 1 0 0 0
7/ 1,110 0 0 0
@8 11111 1 0 1

Die Wahrheitswertkombinationen entsprechen den Teilflaichen des Venn-Diagrammes.

Im Diagramm setzt sich die zu einer Aussage gehdérende Flache aus den Teilflaichen zusammen,
deren zugehorige Tabellenzeile in der Aussagenspalte eine 1 enthalt (gefarbt =1, wei=0).
Optionaler Hinweis:

Die Aussage (a—b)A cist dquivalent zur Aussage (waA—-bAc)v(=aabAac)v(aanbac).

Da es sich dabei um eine Disjunktion der drei Konjunktionen handelt, spricht man von der Disjunktiven
Normalform (DNF) dieser Aussage. Das v-Zeichen zwischen den Klammern ist also namensgebend.

In dieser Phase wird das Tafelbild gemeinsam entwickelt und von den SuS ins Heft Ubertragen.
Unterstitzend kdnnte man auch ein Arbeitsblatt mit leerer Tabelle und ungefarbtem Venn-
Diagramm als Vorlage einsetzen. Die Anordnung wird man auf die eigene Tafel abstimmen.
Grundsatzlich erscheint es sinnvoll, zunachst die Spalten 1-4 (Feld+Elementare Aussagen)
erstellen zu lassen und dann mit gestuften Arbeitsauftragen den Zusammenhang zwischen
Teilflachen im Venn-Diagramm und den Tabellenzeilen in den Blick zu nehmen. Das kann
flexibel gestaltet werden. In einem ersten Auftrag kdnnten die Teilflachen im Diagramm passend
zur Spalte 1 nummeriert werden, im zweiten Auftrag dann exemplarisch die symbolische
Darstellung von Vollkonjunktionen durch passende Terme erarbeitet werden, wenn man deren
Wahrheitstafeln vorgibt (Spalten 5,6). Dann erst sollte eine Verknipfung (Spalte 7) ins Spiel
gebracht werden, um im dritten Auftrag deren Wahrheitstafel zu erstellen und das
Venndiagramm farben zu lassen. Dabei kann Spalte 7 wie oben in drei Spalten unterteilt
werden, um das in der dritten Stunde eingefiihrte Vorgehen zum effizientem Ausfullen einer
Wahrheitstafel zu wiederholen. Den SuS sollte in dieser Phase die Gelegenheit gegeben
werden, selbst die Bedeutung der Einsen (oder Nullen) zu entdecken. In der
Prasentationsphase kénnte dies dann durch die Farbcodierung auf die letzte Spalte Gbertragen
werden. Alternativ kdnnte man nattrlich auch eine einfachere Aussage als Beispiel in der
letzten Spalte wahlen.

23 Das Problem unterschiedlicher Bildschirmaufldsungen bei Tablets, Smartphones oder Computern tritt
nicht auf, wenn man die Datei direkt von der GeoGebra-Materialseite ladt, falls WLAN vorhanden ist.
Andernfalls empfiehlt sich die Nutzung des Computerraums im Rahmen der folgenden Stunde.
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Ob man auch den im Tafelbild aufgefiuihrten optionalen Hinweis zur KDNF entwickeln und
sichern mdchte, hangt von der weiteren Ausrichtung der Einheit ab. Wenn man in einer guten,
interessierten Lerngruppe die interaktive Lernumgebung "LogicTraffic" in der Folgestunde
einsetzen mochte, bietet er sich dies hier ggf. an.

Venn-Diagramme als heuristisches Hilfsmittel — Strategie des AusschlieBens

Ausgehend von Aufgabe 2 wird die Verwendung eines Venn-Diagramms als heuristisches
Hilfsmittel erlautert und damit zur Ubungsaufgabe 3 Ubergeleitet. Hier geht es um die
Kompetenz, schnell und ausreichend sorgfaltig erstellte "informative Figuren" im Sinne der
Heuristik effizient einzusetzen. Beim skizzierten Tafelbild gehe ich davon aus, dass die
Aufgabenstellung mit den vier Aussagen gleichzeitig projiziert werden kann:

() Wenn Alina eine Cola bestellt, dann tut das Birgit auch.

(1) Birgit oder Conny bestellen sich eine Cola, aber nie gleichzeitig.
(Ill)  Alina oder Conny bestellen sich eine Cola.

(IV)  Wenn Conny eine Cola bestellt, dann auch Alina.

Venn-Diagramm als Hilfsmittel
Ausschlussverfahren

1) Man prift die Aussagen einzeln.

2) Zujeder Aussage streicht man die Flachen,
fiir die sie nicht erfillt ist. Zur Kontrolle
notiert man die problematische Aussage.

3) Es bleiben nur die Kombinationen Ubrig,
bei denen alle Aussagen erfillt sind.

Die Skizze wird durch schrittweises Schraffieren ("Abstreichen") entwickelt. Da das Diagramm
auf den ersten Blick unubersichtlich wirkt, wird das Verfahren unten schrittweise visualisiert. In
der zweiten Zeile wird der Bezug zu den Venn-Diagrammen hergestellt. Da alle vier Aussagen
gleichzeitig gelten sollen, wird in der letzten Spalte jeweils die Schnittmenge bestimmt.

n a—>b (Ih—= (b<>c) (ny ave (Iv) c—>a Fazit: anba—=cC

-

(Y
In der dritten (letzten) Zeile ist die Schraffur schrittweise visualisiert. In der Praxis wird nur in
einem Diagramm gearbeitet. Zu jeder Aussage streicht man die Teilflachen, fir die die Aussage
nicht erflllt ist (diese entsprechen in der Zeile dartiber jeweils den nicht gefarbten Teilflachen)
und notiert zur Kontrolle die Nummer der Aussage. Ubrig bleibt am Ende der unschraffierte

Bereich (7), fur den alle Bedingungen erfillt sind. Die Nummerierung der Teilflachen stellt den
Bezug zur Wahrheitstafel her, muss aber nicht zwingend beriicksichtigt werden.
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Verzahnung des visuellen Ausschlussverfahrens mit der Wahrheitstafel

Ist fur eine der Teilflachen eine Aussage nicht erfullt, so wird das zugehorige Feld des Venn-
Diagramm s nicht gefarbt. In der Wahrheitstafel steht dann in der zugehoérigen Tabellenzelle
eine Null, andernfalls eine Eins. Damit wird hier ein zentraler Aspekt der gesamten Einheit
thematisiert. Letztlich sollen die SuS erkennen, dass die im Kontext der Logikratsel
eingefiihrten Wahrheitswerte "wahr / falsch", anschaulich im Venn-Diagramm als "gefarbt /
nicht gefarbt" und numerisch als Zahlenwerte "1 / 0" interpretiert werden konnen, damit die
Tragweite der symbolischen Darstellung als Aussagevariablen erfasst werden kann. Diese
Erkenntis sollte aber behutsam entwickelt werden und hier keinesfalls im Vordergrund stehen.
Betrachtet man die Zusammenhange aus dem Blickwinkel der Aussagenalgebra, so wurde in
der Einkleidung von Aufgabe 2 die Aquivalenz

(@>b)aA-(boc)a(ave)a (c>a)e (anba-c)

mit einem visuell dokumentierten Ausschlussverfahren oder durch Ausfillen eines Teils der
zugehdrigen Wahrheitstafel altersangemessen nachgewiesen, ohne dass dieser
Zusammenhang explizit thematisiert wurde. Das Umformen von Aussagen nach
Rechengesetzen folgt in der Fortsetzung der Einheit in Klasse 10.

Nach der Einbettung dieser zentralen Unterrichtsphase in die Gesamtkonzeption der Einheit
folgen nun noch Erlduterungen zum Ausklang der 4. Stunde.

Argumentationen einbinden?!

Argumentationen der SuS sollten angesprochen und eingebunden werden, um deren Potenzial
zu nutzen. Daher nun noch eine denkbare Argumentation zu Aufgabe 2:

1) Wenn sich Conny eine Cola bestellt, dann auch Alina (nach IV) und Birgit (nach 1).

2) Dies kann nicht sein, da Birgit und Conny nicht gleichzeitig eine Cola bestellen (nach Il).

3) Folglich kann Conny keine Cola bestellen.

4) Daraus folgt, dass sich Alina (nach Ill) und auch Birgit (nach 1) eine Cola bestellen.

Logische Argumentationen werden bei den in der Schule Ublichen Logikratseln meistens
Vorteile bieten. Dies sollte positiv herausgestellt werden. Den SuS kann man vermitteln, dass
es gerade darum geht, an Uberschaubaren Beispielen die aussagenlogischen Grundlagen zu
erarbeiten und Verfahren kennen zu lernen, die dann auch in komplexeren Situationen mit
deutlich mehr Aussagevariablen und Bedingungen greifen. In einer Reflexionsphase kdnnte
dieser Gedanke aufgegriffen werden.

3. Snapes Zauberstab

Die Aufgabe ermoglicht die Anwendung der Strategie des Ausschlie3ens mithilfe von Venn-
Diagrammen sowie deren Verzahnung mit dem Weg Uber die zugehérige Wahrheitstafel. Das
Ratsel wurde so konzipiert, dass in jeder Tabellenzeile jeweils genau eine Aussage falsch ist.
Dadurch muss jede Teilflache nur mit einer Nummer beschriftet werden.

Abschlielend ware auch hier eine Argumentation zur verbalen Begriindung denkbar, z.B.:
Wenn Ron schuldig ware, so ware es nach (3) auch Fred, im Widerspruch zu (2). Ron ist also
unschuldig. Wenn George schuldig ware, so ware es nach (1) auch Ron und damit nach (3)
auch Fred, was im Widerspruch zu (2) steht. Sowohl Ron als auch George sind also unschuldig.
Damit folgt aus (4), dass es auch Fred nicht gewesen sein kann, denn falls er schuldig ware,
hatten dann nach (4) auch George oder Ron dabei sein mussen. Insgesamt folgt also, dass
keiner der drei schuldig ist.
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4. Drei Tanten

Dieses Ratsel ist bewusst einfach gehalten und eignet sich zur Wiederholung der Grundlagen
sowie der Anwendung des eingeflihrten Ausschlussverfahrens mithilfe eines Venn-Diagramms.
Sie kann als erganzende Ubungsaufgabe in der Stunde oder als Hausaufgabe eingesetzt
werden.

5. Distributivgesetze

Aufgabe 5 ist einerseits als Ubung zum effizienten Ausfiillen von Wahrheitstafeln gedacht,
indem die Gesamtaussage auf mehrere Spalten verteilt wird und die Wahrheitswerte der
Teilaussagen jeweils unter den entsprechenden Junktoren notiert werden. Dieses Vorgehen
wurde in der vorangegangenen Stunde am Beispiel von zweistelligen Verknipfungen
eingefihrt** und kann hier aufgegriffen werden. Andererseits verfolgt die Aufgabe das Ziel, die
haufig als "trocken" empfundenen Rechengesetze aus ihrer angestaubten Ecke zu holen und
einen anschaulichen Zugang mithilfe der Venn-Diagramme anzubieten.

Die Visualisierung wurde behutsam eingebunden und daher im b)-Teil im Prinzip vorgegeben,
damit niemand Uberfordert wird. In einer schnellen Lerngruppe kénnte man die bereits
gefarbten Venn-Diagramme in der ersten Zeile durch leere Vorlagen ersetzen.

Dann konnten die SuS gleich fur beide Distributivgesetze die Venn-Diagramme erstellen.
Wenn die Klasse darauf anspricht, ware es auch moglich, weitere Tautologien auszuwahlen und
deren Wahrheitstafeln anschaulich interpretieren zu lassen. Dazu werden nach dem nachsten
Abschnitt Vertiefungsmoglichkeiten aufgezeigt.

6. Wahrsagen

Abschlielfend wurde noch ein weiteres Ratsel mit drei Aussagevariablen eingebunden.

Das Anspruchsniveau ist hier im Sinne der Progression hdher als bei Aufgabe 4, da die
verwendeten Verknipfungen etwas komplizierter sind, was sich vor allem beim
Ausschlussverfahren mithilfe des Venn-Diagramms, aber auch bei der Argumentation
niederschlagt. Da das Ausflllen der Wahrheitstafel nach Vergleich der Aussagenterme gut
machbar sein sollte, kann diese Aufgabe binnendifferenzierend eingesetzt werden. Sie bietet
den schnelleren SuS dann ausreichend Anregungen, bevor in den folgenden Stunden
Logikratsel mit vier Aussagevariablen fir neue Aspekte sorgen.

Mégliche Vertiefungen

Verkniipfung mit Bindrzahlen, nach Auftrag 2b)

In der Weitflihrungsphase konnte hier auch schon der visuelle Fokus auf
identische Tabellenbereiche der Wahrheitstafel gelenkt werden, um
deren Struktur auf symbolischer Ebene mit den Eigenschaften der
Binarzahlen zu erklaren und zu vernetzen.

Rechts sind Tabellen fur drei und vier Aussagevariablen
zu sehen. Folgende Fragen waren denkbar:

Welche Muster falllen auf?

Wie kommen diese Muster zustande?

Welche Blécke sind identisch?

Wie miussten die Spalten beschriftet werden, wenn wir
die Zeilen als Binarzahlen interpretieren?

Wie wirken sich Ubertréage beim ,Hochzéhlen* aus?

SlAalalalalalala IO0O0O0O0O0O|0O|0O |

e ElEil=l(=l==) EN AP E Y (ellel{elle] [+]

e El=l=IE P [elle) PP el P (e lle] oy

=l =P« PN e) BNl Alel S (el o] [

Al I0O000 (0
== 00|= = 0OO0o|T

Ell=lE =) Elel o) |1

24 Vgl. Datei M9aug03_sub_imp.odt, Aufgabe Nr. 4 und 7.
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Hinweis: Diese Betrachtung muss nicht hier erfolgen. Fir einige Lerngruppen kann es auch
glinstig sein, diese Vertiefung zu den Bindrzahlen getrennt aufzugreifen, um eine Uberlagerung
mit den neuen Inhalten zu vermeiden. Eine Gelegenheit bietet sich auch in der kommenden
Stunde bei Aufgabe 3, vgl. Datei M9aug05 logicTraffic mit4V.odt.

Exkurs zu Tautologien - Umgang mit Wahrheitstafeln vertiefen, nach Aufgabe 5

Im Unterricht verwendet man aus Griinden der Zeiteffizienz zu haufig vorgefertigte Vorlagen,
wie es auch hier vorgesehen ist. Sinnvoller wére es dagegen, wenn ausreichend Ubungszeit im
Unterricht zur Verfigung stehen wirde und mehr Raum zur Schulung prozessbezogener
Kompetenzen vorhanden ware. Die Kompetenz, schnell und mit angemessener Sorgfalt
heuristische Hilfsmittel wie z.B. informative Figuren, Tabellen, Graphen oder nun auch Venn-
Diagramme zu erstellen, steht oft nicht im Fokus und ergibt sich sicher nicht von alleine. Daher
ist es wichtig, dass die SuS moglichst viele Wahrheitstafeln, Diagramme, Graphen, etc. selbst
anlegen, um dabei deren Struktur nachhaltiger zu verinnerlichen. Lange Rede, kurzer Sinn: Es
bietet sich hier an, das zweite Distributivgesetz mithilfe einer Wahrheitstafel im Heft beweisen
und danach auch Wahrheitstafeln fur weitere Aussagen erstellen zu lassen.

Die Motivation dazu kann von dem in Aufgabe 5 bewiesenen und anschaulich motivierten
Distributivgesetz ausgehen. Man kénnte hier den Spannungsbogen zur Motivation nutzen, der
entsteht, wenn eine zunachst unbekannte Aussage auf Allgemeingultigkeit untersucht werden
soll. Handelt es sich um ein allgemeingliltiges Rechen- oder Umformungsgesetz?®°

Folgende Beispiele kénnten hierzu im Unterricht aufgegriffen werden:

Einige Tautologien Handelt es sich um eine Tautologie?
(1) (P> (@] - (por) 1) (p—q) >(a—p) nein
2) [par(poa)l—>q 2) (p—9) > (-p—>—0q) nein
) [(p—a)A—=ql>—p 3) (p—q) > (—~g—>—p) ja
(4)  [(p—a) A (pP>=q)] > —p 4) (peq) - (-pe>—q) ja
(6)  [(—=p—q) A (=p—>—q)] > p 5) —=(p—>-p) nein
6) [(pPva)r—-pl—>q 6) —(pva)>(=pv—q) ja
(7) = (p > —p) 7) = (prd)—>(=pA—q) nein
(8) [p e (prg)l > [q <> (pva)] 8) (=pv—q)—>-(pva) nein

"Die Wahrheitstafel ist eine systematische Methode zur Verifikation von Tautologien, aber
Tautologien lassen sich mit etwas Ubung haufig schneller erkennen."® Es folgen in Anlehnung
an Raymond Smullyan Erlauterungen zu den links aufgefuihrten Tautologien:

(1) Wenn p g impliziert und wenn q r impliziert, dann impliziert p auch r.
Diese Tautologie wird als Syllogismus bezeichnet.
(2) Wenn p wahr ist und p q impliziert, dann ist auch g wahr. Oder anders ausgedrickt:
Alles was eine wahre Aussage p impliziert, ist ebenfalls wahr.
(3) Wenn p eine falsche Aussage impliziert, dann muss p falsch sein.
Dieses Prinzip wurde z.B. bei Arbeitsblatt 4 (Nr 1, "Nasse Stralle") zugrunde gelegt.
(4) Wenn p q impliziert und p nicht q impliziert, dann muss p falsch sein.
Keine Aussage p kann eine Aussage q und gleichzeitig ihre Negation —q implizieren.

25 Vgl. [SMU1], S. 52 ff.
26 Raymond Smullyan, in [SMU1], S. 52
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(5) Dieses Prinzip wird als "reductio ad absurdum" bezeichnet und wird beim Beweisen
durch Widerspruch verwendet. Um zu zeigen, dass p wahr ist, genugt es zu zeigen,
dass —p eine Aussage q ebenso impliziert wie ihre Negation —q.

(6) Wenn mindestens eine der Variablen p oder q wahr ist und wenn p falsch ist,
dann muss q die Variable sein, die wahr ist.

(7) Eine Aussage p kann nicht zu ihrer ihrer Negation —p aquivalent sein.

Durch die Negation dieser Kontradiktion erhalt man eine Tautologie.

(8) Diese Tautologie fuldt darauf, das sowohl die linke Aussage [p <> (pAQ)] als auch die

rechte Aussage [q <> (pvq)] jeweils aquivalent zur Aussage (p—q) bzw.(—pvQq) sind.

Damit stehen flr starkere Lerngruppen Anregungen zur Verfligung, mit denen die weitere
Vertiefung der Wahrheitswerttafeln erfolgen kénnte.?

Diese Auflistung wurde hier bereits im Material zu IMP9 eingebunden, wird aber auch in
Klasse 10 im Bereich der Aussagenalgebra eine Rolle spielen.

Fir den Unterricht I&sst sich dieser Fundus flexibel nutzen. Man kdnnte sich einzelne
Aussagen herausgreifen und untersuchen lassen. Neben dem Erstellen von Wahrheitstafeln
kdnnte man dann bei Tautologien auch mithilfe von Venn-Diagrammen die Allgemeingultigkeit
anschaulich motivieren, wie dies in Aufgabe 5 exemplarisch aufgezeigt wurde.

Zum Erzeugen von Venn-Diagrammen kdnnen die vorhandenen GeoGebra-Dateien als
Bildgeneratoren genutzt werden?. Nach Anpassung von SchriftgrofRe und weiteren
Objekteigenschaften kann man uber ein Bildschirmfoto ("screenshot") das entsprechende
Venn-Diagramm als Bild abspeichern.

27 Weitere Tautologien findet man auch unter dem Stichwort "Logical Equivalences" in [ROS], S. 27/28.
Rosen hat in seinem Buch samt zugehérigem Losungsbuch zahlreiche Aufgaben ausgearbeitet, die als
Materialpool zur Vertiefung dienen kdnnen.

28 M9aug02_VENN-2Var.ggb, M9aug04_VENN-3Var.ggb und M9aug05_VENN-4Var.ggb, im Verzeichnis
1_hintergrund/5_praesentationen.
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5. Stunde: Logikratsel mit bis zu vier Variablen

Méoglicher Ablauf, Inhalte Hinweise

» Hausaufgabenvergleich, Prasentation durch SuS * Material:

« Einfiihrung in den Kontext vereinfachter Ampelschaltungen M9aug05_logicTraffic mitdV.odt
Auftrag 1: (AB, Nr.1,"Sichere Kreuzungen") « Aus didaktischer Sicht werden nun
S. tragt Argumentation vor (evtl. auch zu a) und b)), in der (erstmals) Umkehraufgaben gestellt:
Weiterfliihrungsphase werden verschiedene "sichere Terme" Zu einer vorgegebenen Wahrheitstafel
genannt und deren Aquivalenz begriindet, vgl. Erlduterungen wird ein passender Aussageterm
Die Aufgabe wird als "Umkehraufgabe" charakterisiert. gesucht. Dabei sollten mehrere Terme

genannt und verglichen werden, um

 Auftrag 2: (AB, Nr. 2, "Drei A In" . ) o
Aullrag 2: { ' rei Ampeln”) die fehlende Eindeutigkeit zu betonen.

Alle Teilaufgaben kénnen in einem Auftrag gestellt werden.

Kurze Présentation der Wahrheitstafel durch SuS, « Stufung der Auftrage (mit 2, 3 und 4
danach differenzierte Weiterarbeit an b) und c) Variablen) ermdglicht auch den
Préasentation méglicher Terme durch SusS, Rickblick auf Inhalte der Einheit.

gemeinsame Sicherung und Ergénzung durch Lehrkraft,

Vertiefungsméglichkeit bei 2d), siehe rechts * Mit den differenzierenden Zusatz-

auftrdgen 2d) und 3d) kann die

» Unterrichtsgesprach mit Reflexion zum Vorgehen: "Explosion" der Zeilenanzahl der
Aussageterme zu gegebener Wahrheitstafel finden Wahrheitstafeln bei wachsender
Mégliche Sicherung, vgl. Erlduterungen Variablenzahl thematisiert werden.

* Auftrag 3: (AB, Nr. 3, "Vier Spuren") * Bei der Suche nach passenden
Ubertrag auf vier Aussagevariablen, Termen liegt es nahe, Normalformen
a) zuerst Vermutungen notieren lassen, dann altersangemessen einzubinden, um
b)+c) Wahrheitstafel ausfiillen und Terme Uberpriifen Grundvorstellungen anzubahnen.
ggf. Vertiefung zu den Normalformen aufgreifen Diese Vertiefung ist im Bildungsplan

zwar nicht explizit ausgewiesen, wird
aber empfohlen. Hinweise zur
Umsetzung findet man in den

» Auftrag 4: AB, Nr. 4, "Abgeschrieben"
Je nach zur Verfligung stehender Zeit kann diese Aufgabe kurz
oder ausfiihrlich behandelt werden. Die verschiedenen

Optionen sind in den Erlauterungen ausfiihrlich beschrieben. Erlauterungen.
Das Auschlussverfahren kann hier auch Gbertragen und an « Falls der Exkurs zu LogicTraffic nicht
Venn-Diagrammen visualisiert werden. angeboten wird, eignet sich auch

Aufgabe 4 zur Einfihrung von

« AbschlieRende Reflexion der Stundeninhalte g = A
Logikrasteln mit vier Variablen.

« Stellen der Hausaufgaben (z.B. Nr. 5 oder 6)

Erlauterungen

Bisher wurden zu vorgegebenen oder aufgestellten Aussagetermen die Wahrheitswerte
gesucht. In der 5. Stunde wird nun erstmals die praxisrelevante Umkehraufgabe betrachtet und
zu einer vorgegebenen Wahrheitstafel werden passende Terme gesucht. Die fehlende
Eindeutigkeit motiviert letztlich die Einsicht, dass Termumformungen wichtig und hilfreich sind,
um mdglichst einfache Terme zu erhalten und legt die Grundlagen flir deren spatere
Behandlung in Klasse 10. In Klasse 9 wird noch nicht umgeformt, die Aquivalenz der erkannten
Terme wird noch Uber die aufgebauten Grundvorstellungen begriindet, ggf. auch anschaulich
mithilfe von Venn-Diagrammen.

In dieser Stunde wird der Kontext sicherer Ampelschaltungen aufgegriffen und mit der
Aufgabensequenz werden die SuS auf den optionalen Einsatz der von Ruedi Arnold
programmierten Lernumgebung "LogicTraffic" vorbereitet. Dabei 16st man sich aus didaktischer
Sicht erstmals vom spielerischen Kontext der Logikratsel und fuhrt hier sinnstiftende Situationen
ein, bei denen mehr als drei Aussagevariablen erforderlich sind. Die drei Aufgaben behandeln
Ampelschaltungen mit zwei, drei und vier Variablen und sind so gestuft, dass unterschwellig
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auch ein Ruckblick auf die bisherigen Erarbeitungsschritte moglich ist und zentrale Aspekte
wiederholt werden.

1. Sichere Kreuzungen

Der Einstieg ist einfach gehalten. Der NAND-Operator (symbolisch: aTb < — (a A b)) wird
wiederholt und ermdglicht bei verschiedenen Ampelschaltungen einen sicheren Weg zur
Termfindung. Ohne die Regeln von De Morgan explizit zu erwahnen, werden sie bei der
Nennung weiterer Terme wohl intuitiv angewendet: aTb < —(aab) < (—a)v(—b).

a b | sicher?

0 0 1

0 1 1

1 0 1
M e o » | 1 1 0

Terme fur eine
i iy = a sichere Schaltung:
Eigenes Bild: b
Venn-Diagramm zu —(anb). —(@nb)=
B Eigenes Bild (= a) v (ﬁ b)

Mégliche Vertiefung zu Normalformen:

Die drei Einsen werden zum Aufstellen der Kanonischen Disjunktiven Normalform verwendet:
(—an—b) v (-aab) v (ar=b). Der Term liefert in den ersten drei Fallen (Zeilen) jeweils den Wert 1
und nur im letzten Fall den Wert 0, wie gewlnscht.

Zur Veranschaulichung kann man sich das Venn-Diagramm auf der linken Seite als Vereinigung
der drei zugehorigen Teilflachen entstanden denken, die als Bausteine dienen (in Analogie zu
den drei Vollkonjunktionen in den Klammern).

Die SuS werden diesen Term wohl nicht selbst einbringen, daher wird man die Vorgehensweise
wahrscheinlich im Lehrervortrag erldutern, um dann bei Aufgabe 2 einen Zusatzauftrag stellen
zu kénnen, bei dem das Prinzip im Falle von drei Variablen eigenstandig erforscht und
durchdrungen werden kann.

Diese Sichtweise sollte fur die SuS hier zunachst ausreichen. Man kann hdchstens noch
erwahnen, dass sich Vorteile ergeben, wenn man statt der drei Einsen die eine Null verwendet,
da dies zu einem geringeren Schreibaufwand fiihrt. Der gesuchte Term wurde oben bereits
genannt: (—a v —b). Dieser Term liefert ebenfalls fur die ersten drei Falle den Wert 1 und nur im
letzten Fall den Wert 0. Es wird aber davon abgeraten, hier schon die Kanonische Konjunktive
Normalform ins Spiel zu bringen. Wenn man dies in einer starkeren Lerngruppe ansprechen
mochte, bietet sich bei Aufgabe 2 eine Gelegenheit.

2. Drei Ampeln

Nach dem Vergleich der Ergebnisse von Auftrag 2a) und dem binnendifferenzierenden
Zusatzauftrag 2b) werden in der Plenumsphase mdgliche Terme genannt und verglichen.
Sicherlich ist es vorteilhaft, an der Tafel bekannte Verknupfungen aufzugreifen und ggf. zu
wiederholen, um das Potenzial der Aufgabe zu nutzen. Z.B. bietet es sich an, Disjunktionen als
Subjunktionen darzustellen. Dazu wird man bei Bedarf selbst weitere Terme ins Spiel bringen,
falls die SuS das nicht von sich aus gemacht haben:

—(ca(avb)) & —cv—-(avb) & c—>—-(avb) < (avb)>-c < ..

Die Subjunktionen lassen sich im Kontext der Aufgabe sinnstiftend motivieren: Wenn Ampel A
oder B grun ist, dann darf Ampel C nicht griin sein. Als Disjunktion formuliert:
"A oder B sind rot oder C ist rot" (- c v — (avb), wobei hier "nicht griin" gleich "rot" gesetzt wurde).
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In der Weiterfihrungsphase kdénnte man nun zur Vertiefung das bei Aufgabe 1 eingeflihrte
Prinzip der KDNF aufgreifen und die SuS bitten, einen weiteren "sicheren" Term aufzustellen,
indem sie wieder von den Einsen ausgehen. Falls die SuS dann naheliegenderweise auch die
KKNF suchen sollten, kann man darauf eingehen und diese gemeinsam an der Tafel entwickeln
lassen (vgl. Losung). Man sollte aber erwahnen, dass diese Begriffe in Klasse 9 nicht bekannt
sein mussen und Normalformen in der Kursstufe im Fach Informatik vertieft werden.?

In einem Gesprach kann hier (oder am Stundenende) das Vorgehen bei den ersten beiden
Aufgaben kurz reflektiert und die zentrale Erkenntis gesichert werden:

Zu jeder beliebigen Wahrheitstafel lassen sich passende aussagenlogische Terme finden oder
konstruieren. Dabei sucht man meist nach kurzen Termen, wenn man logische Schaltungen
beschreiben méchte. Léngere Terme lassen sich spéter mit Termumformungen vereinfachen.

Man kann hier ankiindigen, dass solche Termumformungen in Klasse 10 behandelt werden.

3. Vier Spuren

Nun folgt die Ausweitung auf vier Aussagevariablen, die im Kontext der Ampelschaltungen
nachvollziehbar und sinnstiftend maoglich ist. In der Aufgabe soll der Fokus zunachst von der
Wabhrheitstafel weggelenkt werden und die SuS sollen Vermutungen notieren, wie ein "sicherer"
Term aussehen kdnnte, bevor die Tabelle ausgefillt und die Vermutungen tberprift werden.
Die Schaltungen und damit die Terme werden langsam komplexer, es wurde aber bewusst eine
Ubersichtliche Situation gewanhlt, aus der sich geeignete aquivalente Terme ergeben.

In der Prasentationsphase ergeben

sich hier Anknlpfungspunkte beim c 4 8 8 g 8 51?
Vergleich der moglichen Terme und i oo o111
man wird evtl. starker lenken missen. |
In der L6sung wurden dazu die «-—-———— - A 0 0,101
nebenstehenden Terme eingebunden, | o L Lo ____ . 001|111
die bei Bedarf exemplarisch erganzt 0/1]0 0} 1
werden kénnten. L 0/1]0 110
Die Frage im e)-Teil der Aufgabe 3 Eigenes Bild 0/1/1]0] 0
bietet erneut die Gelegenheit, den v D oj1/1/1}760
groRen Nachteil der Wahrheitstafeln in | Mdégliche ,sichere” Terme: 1/0/0 0] 1
den Blick zu nehmen. s —[@vbjacvd)] (1) |1/ 0[]0 1] 0
< -@vb)v —cvd) ()| 1]0|1/0] 0
Falls in der Stunde zuvor & (-anr-b)v(=car-d) @) [1[0[1]1] 0
Normalformen aufgestellt wurden, < @vb)>—-ccvd) @) 1100 1
kénnte man hier thematisieren, dass ?wa;iznArﬂ]z:%rgesjg‘.d alf.“"’a'e”t’ 1711 0l11[ o
die Anzahl der Nullen bzw. Einsen > kann lunkdion ) aul 4 ———5 1 0
. . die Disjunktion (2) zuriickfuhren.
dariber entscheidet, welche der 171111100

beiden Formen gunstiger ist.

Im Anschluss an diese Phase ware der Einsatz der Datei M9aug05 VENN-4Var.ggb moglich.
Sie enthalt Ubungen zur Interpretation von Aussagetermen, bei denen das zugehérige Venn-
Diagramm fir vier Aussagevariablen passend gefarbt werden muss.

29 Weitere Informationen zur KDNF und KKNF findet man in der Datei M9aug01 hintergrund.odt im
Verzeichnis 1_hintergrund.
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Die Nutzung der Lernumgebung und ihre Vorbereitung durch die Aufgaben 1-3 geht Gber den
Bildungsplan hinaus. Falls die Lernumgebung eingesetzt wird, kénnen die SuS in der
Folgestunde binnendifferenziert effizient Gben und dabei vielfaltige Entdeckungen machen.
Falls die Lernumgebung nicht eingesetzt wird, kdnnte auch die Aufgabe 4 im Zentrum der
Stunde stehen, um Logikratsel mit vier Variablen einzufiihren. Die beiden Ubungsaufgaben 5
und 6 erganzen das Material.

4. Abgeschrieben — Logikratsel mit vier Aussagevariablen

Diese Aufgabe bietet einen alternativen oder erganzenden Zugang zu Logikratseln mit vier
Variablen. Falls man sich bei der Unterrichtsplanung gegen den Einsatz der Lernumgebung
LogicTraffic entscheidet und vielleicht deshalb auch die ersten drei Aufgaben nicht vollstandig
bearbeiten lassen mdchte, kdnnte man auch gleich mit Aufgabe 4 beginnen. Sie ermdglicht
ebenfalls vertiefende Einblicke. Die SuS erkennen einerseits, dass der Wahrheitsgehalt aller
Aussagen mit einer passenden Wahrheitstafel ermittelt werden kann, diese andererseits aber
sehr unpraktisch werden kann, wenn die Anzahl an Aussagevariablen wachst.

Die Aufgabe sieht vor, dass die SuS eine Wahrheitstafel mit 16 Zeilen ausfillen, um das
Logikratsel auf sicherem Weg "zu FulR" zu I6sen. Parallel dazu sollten im c)-Teil aber auch
Argumentationen zur Losungsfindung entwickelt und eingebunden werden. Aus der
unpraktischen GroRe der Wahrheitstafeln wird fir die SuS in Teil d) einsichtig, dass man
Verfahren bendétigt, um aussagenlogische Terme zu vereinfachen. Dieser Gedanke fiihrt dann
wie bereits erwahnt zu den Rechengesetzen der Aussagenalgebra in Klasse 10.

Grafik gemeinfrei* Eigenes Bild

Aufgabenteil e) liefert den Impuls, Venn-Diagramme auch im Falle von vier Variablen
einzubinden, um aussagenlogische Zusammenhange anschaulich interpretieren zu kénnen.
An dieser Stelle ware es schade, wenn man die von Venn selbst entworfenenen vier Ellipsen
einfach vorgeben wirde. Im e)-Teil werden die SuS daher zuerst zu eigenen Skizzen ermutigt.

Auch die eingefiihrte Strategie des AusschlieRens lasst sich nahtlos tbertragen. In den
Losungsdateien wurde das Ausschlussverfahren bei vier Aussagevariablen aber nicht direkt
eingebunden, da es zu aufwendig ist, als dass es fur den Unterricht im Plenum fur alle SuS
geeignet ware. Da es aber durchaus binnendifferenzierendes Potenzial besitzt, wurde das
Vorgehen am Ende der Lésungsdatei auf einer zusatzlichen Seite zu den Aufgaben 4, 5 und 6
dokumentiert.

Zur Ubung steht auch hier eine interaktive GeoGebradatei zur Verfiigung, bei der die SuS

30 Man sieht zwei mdgliche Venn-Diagramme mit vier Grundmengen. Links: Kopophex at en:wikipedia
[Public domain], https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Venn4.svg (abgerufen am 4.3. 2019).
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analog zu den Dateien bei zwei und drei Aussagevariablen Venn-Diagramme zu vorgegebenen
Termen farben missen und direkt Rickmeldung erhalten. Unten ist ein "Screenshot" der Datei
zu sehen, wobei die 16 Teilflachen entsprechend der Reihenfolge der zugehdrigen
Tabellenzeilen durchnummeriert sind. Beim Anklicken einer Teilflache wird auch die zugehdrige
Tabellenzeile blau markiert. So kann die Datei bei Bedarf auch im Unterricht flexibel zur
Visualisierung oder zu Hause als Bildgenerator eingesetzt werden, falls Venn-Diagramme mit
vier Variablen bendtigt werden. Wenn die SuS im Computerraum oder Uber mobile Endgerate
Zugriff auf diese Datei haben, ermdglicht ihr Einsatz eine kooperative und binnendifferenzierte
Ubungsphase.

Farbe das Venn-Diagramm passend zum Term.
8) d-(bve)
. Feld () | a|b c | d|aktuel
(1) (o|ofofo
(2) |(ofofof1
(3 |ojof1]o
(4) |ofof1]1
1
(6) [of1fo]1
(7 |o|1 0
1
(9 |t|ofofo
(10) |1
(1) [1fof1]o
1
(13) [1{1]0]0
(14) (1101
(15y [1]1]1]o
(16) [1]1]1]1
MNr=%8 PR —
. :/ Zeilennummern im Diagramm l‘/, Tabelle einblenden
Eigenes Bild

5. "Angels Gate"

Eine weitere Ubungsaufgabe mit vier Variablen, bei der einfache Aussagen verwendet wurden.
Die Losung ist hier erstmals nicht eindeutig, es bleiben am Ende drei mégliche Tabellenzeilen
(Teilflachen) Ubrig, was von den SuS erkannt und geeignet interpretiert werden muss.

6. Scotty weil alles )
Abschlieend folgt eine kleine Ubungsaufgabe, in der zur Wiederholung als Verknupfungen
auch die Aquivalenz und ihre Negation (die Kontravalenz) eingebunden wurden.

Die Venn-Diagramme zur Dokumentation des Ausschlussverfahrens zu diesen beiden Aufgaben
sind ebenfalls auf der letzten Seite der Losungsdatei zu finden.
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6. Stunde: Optionaler Exkurs zu Logic Traffic

Méoglicher Ablauf, Inhalte

Hinweise

» Prasentation der Hausaufgaben durch SuS

» Eigene Gestaltung auf Basis des von Ruedi Arnold
bereitgestellten Materials

» Mdglicher Ablauf:
- Kurze Einfihrung mit 4-5 Folien der ppt-Prasentation
- zur Unterstitzung ggf. das Handout als Anleitung austeilen
- eigenstandige Erarbeitung der Stationen 1-3
mit Sicherung auf einem begleitenden Arbeitsblatt
- Individuelle Betreuung von SuS oder Gruppen
- Zwischenprasentation einer Aufgabe durch SuS
- zahlreiche differenzierende Zusatzauftrage denkbar
(DNF, KDNF, Visualisierung durch Parse-Baume, ...)
- evil. kurze Plenumsphase zu ausgewahlten Aspekten
- Am Ende Abrundung und Ausblick

» Stellen der Hausaufgaben aus dem Fundus (z.B. auch Vorgriff
auf Material der Stunde 7 moglich)

Material:
M9aug06 logicTraffic Exkurs.odt

Binnendifferenzierung durch
reichhaltiges Angebot der interaktiven
Ubungsplattform, das im Idealfall
kooperativ in Partnerarbeit genutzt
werden kann.

Fur die Sicherung steht eine
Aufgabensammlung zur Verfigung,
aus der bestimmte Stationen
ausgewahlt und als begleitendes
Arbeitsblatt aufbereitet werden
kénnen.

Der Einsatz kann bei Zeit und
Interesse der Lerngruppe ausgedehnt
werden.

Erlauterungen

Baum generiert werden.

Die Lernplattform ist didaktisch sehr gut konzipiert und dokumentiert, so dass sich ausfiihrliche
Erlauterungen erubrigen. Hier sollen nur kurz visuelle Eindrucke der Parse-Baume gezeigt
werden, die dhnlich wie Rechenbaume verstandnisunterstitzend zur Visualisierung der
Termstrukturen eingesetzt werden kénnen. Zu jedem Term kann der entsprechende Parse-

“CV~(AVB)

(FBA-D)V (~A)V(~C)

Bilder: Screenshots aus "LogicTraffic", von Ruedi Arnold lizenzfrei fir Bildungszwecke zur Verfligung gestellt,
frei zuganglich unter https://www.swisseduc.ch/informatik/infotraffic/ (abgerufen am 6.3.2019).
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7. Stunde: AbschlieRende Ubungsstunde zur Einheit

Méoglicher Ablauf, Inhalte Hinweise

Prasentation der Hausaufgaben durch SuS * Material:

. . . M9aug07 Uebungen.odt
Eigene Gestaltung auf Basis der ausgearbeiteten Aufgaben -

* Binnendifferenzierung durch
differenzierendes Aufgabenmaterial
und methodische Umsetzung.

Exemplarische Auswahl und Schwerpunktsetzung,
Hinweise dazu in den Erlduterungen

Methodische Umsetzung flexibel, denkbar ware z.B.: .
- mit Arbeitsblatt und kurzen Prasentationsphasen
- Stationsbetrieb mit hinterlegten Musterldsungen
- Gruppenpuzzle oder Gruppenarbeit

Differenzierende Zusatzauftrage zur
Vertiefung moglich, z.B.

Nr. 7 (komplexeres Ratsel),

Nr. 10 (Gesamtaussage aufstellen),

Inhaltliche Aufteilung in 4 Bereiche denkbar: Aufgaben| Nr. 11 (5 Aussagevariablen)
1) Grundlagen — 2 Variablen: Fokus auf Subjunktion 1,234, Einsatz digitaler Werk

2) Logikratsel mit 3 Variablen 5,6,7 nsalz digraler Yerkzeuge
3) Logikratsel mit 4 Variablen 8,9

4) Vertiefende Aufgaben 10,11

Einbindung digitaler Werkzeuge denkbar:

Ubungen mit einem Wahrheitstafeltrainer oder den GeoGebra-
Dateien zur Vernetzung von Wahrheitstafeln und Venn-
Diagrammen

ggf. Stellen der Hausaufgaben

Erlauterungen

Damit Sie passend auswahlen kénnen, sollen die elf ausgearbeiteten Ubungsaufgaben im
Folgenden kurz eingeordnet werden.

1. Volleyball

Die Aufgabe bietet einen "weichen" Einstieg und ermoglicht die Wiederholung grundlegender
Zusammenhange. Die alltagssprachlichen Aussagen (im Kontext der Auswahl fir ein
Volleyballteam) werden formalisiert und die zugehdérigen symbolischen Aussagenterme durch
die Vernetzung mit Venn-Diagrammen visualisiert. Hier wird noch mit den Wahrheitswerten w/f
gearbeitet, wahrend in den weiteren Aufgaben die binaren Werte 1/0 verwendet werden.

2. Allgemeingiiltige Aussagen

Hier soll zunachst die pragmatische Nutzung von Wahrheitstafeln zum Nachweis von logischen
Aquivalenzen genutzt werden, um ggf. auch den Einsatz des Wahrheitstafeltrainers von Jan
Schreiber aufgreifen zu kénnen.*' Gelibt wird das Bestimmen der Wahrheitswerte vorgegebener|
Aussagen. Inhaltlich liegt der Schwerpunkt dabei auf einem vertieften Verstandnis der
Subjunktion a—b, die aus verschiedenen Blickwinkeln betrachtet und u.a. auf die Disjunktion
—avb und die negierte Konjunktion —(ar—b) zuriickgefihrt wird. Der formale Zugang ermdéglicht
so das Wiederholen der Grundvorstellungen zur Definition der Subjunktion. In den Losungen
wurde dazu ein entsprechender Hinweis eingebunden.

31 Vgl. S. 18, Hinweise zur 3. Stunde, Aufgabe 7
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3. Gewonnen

Diese Aufgabe verknlipft verschiedene alltagssprachliche Formulierungen der Aussagen mit
ihrer symbolischen Darstellung als Aussagenterme und bringt fir die SuS Uberraschende
Einsichten mit sich. Folgende Verknipfungen wurden eingebunden:

(1) (=tyvu  (2) (=t)v(=u)  (3) =(tau)  (4) =(tA(—u)) (5) (—u)—>(—t)

Drei der finf Aussagen (1,4 und 5) sind &quivalent zur Subjunktion t—u , was auf den ersten
Blick nicht ersichtlich ist, in Aufgabe 2 aber inhaltlich vorentlastet wurde. Das kann genutzt
werden, um den formalen Zugang zur Subjunktion aus Aufgabe 2 mit der sprachlichen Welt der
SuS zu verzahnen. Die Aussagen 2 und 3 sind ebenfalls aquivalent, was ggf. mit einem
Ruckgriff auf Venn-Diagramme erlautert werden kann, ohne dass man die Regeln von De
Morgan explizit erwahnen sollte.

4. Mit Wahrheitstafeln beweisen

Hierbei handelt es sich um eine abschlieRende Ubungsaufgabe zur Wiederholung des
Vorgehens beim Beweisen mit Wahrheitstafeln. Daher ist hier nun auch keine Tabelle
vorgegeben, denn die SuS sollen sich ihr Vorgehen und die gewahlte Struktur selbst
zurechtlegen. Inhaltich kann hier zum Abschluss der Grundlagen noch einmal die Definition der
Subjunktion in den Blick genommen werden.

5. Auf der Tanzflache

Der Kern dieser Aufgabe ist identisch mit dem der Aufgabe "Wer trinkt Cola?"

(AB 4, Nr.2). Durch die andere Einkleidung sollte dies den SuS zunachst nicht auffallen, kdnnte
dann aber reflektiert werden. Mit dem d)-Teil kann das Ausschlussprinzip von den Venn-
Diagrammen losgelést als allgemeine heuristische Strategie betrachtet werden. In den
Lésungen sind dazu bewusst nur kurze exemplarische Hinweise eingebunden, damit man bei
der Ausgestaltung flexibel bleibt. Ein exemplarisches Tafelbild kdnnte z.B. so aussehen:

Aufgabe Nr 5: Vertiefung zum Ausschlussprinzip
Ohne Eintrag der Wahrheitswerte werden schrittweise Kombinationen ausgeschlossen:
1) 1l und IV Uberprifen: 2) | und Il Gberprifen:
d| e | f | nichterfullt d | e | f | nichterfillt
0| 0|0 Il dvf
0|01 0011l f>d
0| 1|01l dvf
0|11 — 0|1 1[Il f>d
1] 0|0 IV(enfy nach1) 3) Ergebnis nach 2)
11011 verbleiben 110011 doe N.ur fur daea—fsind
die Aussagen I-IV
1,10 l1/1]0] alle erfilllt.
11111 ]1V—(enf)
Es gilt also die logische Aquivalenz (d—e) A (dvf) A (fF>d) A —(enf) & (drea—f)

Der Hinweis am unteren Rand kann ergdnzend eingebunden werden. Er ermdéglicht an dieser
Stelle eine plakative Sicherung des zentralen Grundgedankens der Einfuhrung in die
Aussagenlogik. In der Einheit wurden solche Aquivalenzen noch anschaulich unter Verwendung
des Ausschlussprinzips oder mithilfe von Wahrheitstafeln bewiesen, in Klasse 10 wird das dann
auch durch abstrakte Umformungen aussagenlogischer Terme erfolgen.
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Das Tafelbild kann vielfaltig variiert werden. Man kénnte z.B. oben nach jeder Uberpriften
Bedingung eine neue Liste / Tabelle anlegen, um das schrittweise Vorgehen zu verdeutlichen.
Alternativ kdbnnte man auch alle vier Bedingungen nur in der ersten Tabelle tUberplfen und dort
gleich sieben Zeilen ausschlielen, um es kompakt zu halten. Im Tafelbild wurde der Mittelweg
gewahlt, da auch der Gedanke des schrittweisen Uberpriifens deutlich werden sollte.

Wenn die SuS das Ausschlussprinzip beherrschen und in einem d e f 2
Logikratsel ohne sorgfaltige Dokumentation effektiv eine Losung I
gefunden werden soll, bietet sich die nebenstehende Konzentration
aufs Wesentliche an. 8—6— Il
—4+—0 |
In Form von als Binarzahlen deutbaren Zeichenketten werden alle 6—+— II{}
Falle notiert und dann unter Angabe einer nicht erflillten Bedingung : g; 9 I
ausgeschlossen. Aus verschiedenen Griinden halte ich es fr sinnvoll, 11 0
diese effiziente Form der Dokumentation erst am Ende der Einheit zu v
erlautern, wenn ausreichend viele Wahrheitstafeln ausgeftllt wurden.

In der vertiefenden Aufgabe Nr. 11 bietet sich abschlieRend die Gelegenheit, das
Ausschlussprinzip anzuwenden, da kaum jemand eine Wahrheitstafel fur finf Aussagevariablen
ausfullen moéchte.

6. Kommissar Maigret

Es folgt eine Ubungsaufgabe mit dem besonderen Aspekt, dass hier am Ende mehrere
maogliche Wahrheitswertkombinationen der Aussagevariablen in Frage kommen und daher
keine eindeutige Antwort auf die Frage der Verhaftung gegeben werden kann.

Das Venn-Diagramm zur Dokumentation des Ausschlussprinzips wurde in die Lésung
eingebunden. Es soll hier noch einmal der oben erwahnten reduzierten Dokumentation
gegenibergestellt werden, um im Sinne der "rule of four" zwei der vier Darstellungsformen der
zugrundeliegenden boolschen Funktion zu vernetzen, die selbst gar nicht erscheint:

visuelle Ebene numerische Ebene

a b ¢ ?
6—6—4906 |l
—0o—4 |l
e—+——0 |l

—+— |l
1. 0 O

I 1 0 1
+—1—06 |
1 1 1

Funktionswerte: Funktionswerte:
w/f w/fbzw. 1/0
blau/ nicht blau nicht gestrichen / gestrichen

(nicht beschriftet / beschriftet)
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7. Gute Vorsitze
Diese Aufgabe bietet eine sinnvolle Vertiefung zur Unterscheidung des ein- bzw.
ausschliellenden "oder", also zur Abgrenzung der Disjunktion von der Kontravalenz.

als KKNF*: avb (—av—b) A (avb) **
als KDNF: (an =b)v(an b)v(—an b) (an—b) v (—anb)
einschlielendes "Oder™" ausschlielRendes "Oder"

Die Aufgabe wird allerdings bei drei Aussagevariablen und den verschachtelten Verknupfungen
sicher nicht einfach fur die SuS und stellt eine Herausforderung dar. Daher ist diese Aufgabe als
Vertiefung ausgewiesen, die im Sinne der Binnendifferenzierung auch dazu anregen kénnte, die
bisher betrachteten Logikrastel mit dem Werkzeug der Tabellenkalkulation in den Blick zu
nehmen.

Da die zugehorigen Logikgatter AND, OR, NOT, XOR, ... weitreichende Bedeutung fur die
Informatik besitzen, bietet sich ggf. hier auch ein Exkurs mit einer Tabellenkalkulation an, den
man auf die ganze Einheit ausweiten kénnte, wenn man die Zeit dazu hatte.

Zu ausgewahlten Logikratseln konnten die SuS mithilfe einer Tabellenkalkulation
Wahrheitstafeln erstellen. Eventuell ware das auch ein geeignetes Thema fir eine GFS oder
eine andere Zusatzleistung fur interessierte SuS.

8. IMP-Festival

Bei dieser Aufgabe mit vier Aussagevariablen wird das Erstellen der Wahrheitstafel mehr Zeit
kosten. Moglicherweise greifen die SuS daher auch hier lieber auf das Ausschlussprinzip
zurtck, dessen Anwendung im Venn-Diagramm in den Lésungen dokumentiert wurde.

Auch argumentative Loésungen der SuS konnen hier genutzt werden.

9. Druckauftrage

Diese technisch orientierte Aufgabe entstand in Anlehnung an Aufgaben ahnlichen Typs von
Kenneth H. Rosen, einem amerikanischen Logikprofessor.** Hier sind nun vier
Aussagevariablen und flnf Bedingungen beteiligt und die Aufgabe ist so konzipiert, dass
ebenfalls nur eine Elementarkombination exisitiert, bei der alle finf Bedingungen erfullt sind.

32 Erlauterungen zu den kanonischen Normalformen findet man im Verzeichnis 1_hintergrund in der Datei
MS%aug0l hintergrund.odt.

33 Die Kontravalenz kann formal auch als a®b notiert werden. Das Symbol "®" wurde in der Einheit nicht
eingefiihrt und wird bei uns im deutschen Sprachraum kaum verwendet, da die Kontravalenz i.d.R. auf
die Disjunktion und Konjunktion zuriickgefuhrt wird. Folgende Symbole werden bei Wikipedia fiir die
Kontravalenz angegeben: a«b,ab,avb,avb,a®b.

34 Vgl. z.B. die Aufgabe in [ROS], S. 23, Nr. 12. Das auferst umfangreiche Lehrwerk (1071 Seiten) zur
diskreten Mathematik bietet zahlreiche weiterfihrende Anregungen und Aufgaben zur Vertiefung.
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10. Luge vor Gericht

Mit dieser fiir eine 9. Klasse machbaren, aber sicherlich anspruchsvollen Aufgabe kann ein
weiterer Aspekt der Aussagenlogik eingebunden werden. Eine wesentliche didaktische
Reduktion dieser Einheit dulerte sich ja in der Tatsache, dass meistens in der Aufgabenstellung
bereits festgelegt wurde, ob die Aussagen wahr oder falsch sind. In der Praxis weil3 man aber
genau dies oft nicht.

Daher wurde im Sinne eines Ausblickes hier noch ein Ratsel eingebunden, bei dem
konsequente Fallunterscheidungen schon beim Aufstellen der Terme berucksichtigt werden
mussen. Zahlreiche weiterfiihrende Anregungen und Aufgaben dazu finden sich in Raymond
Smullyans Blichern.*

Bei der Behandlung dieser Aufgabe lassen sich die verschiedenen Aspekte der Einheit gut
vernetzen, da hier Subjunktionen durch Konjunktionen verknipft und die zusammengesetzten
Aussagen dann auf Disjunktionen zurtckgefuhrt werden. Die Ermittlung der eindeutigen Losung
kann dann mit einer Warheitstafel oder nach dem Ausschlussprinzip erfolgen.

11. Mullers zu Besuch

Fir den Abschluss der Materialien wurde eine Aufgabe mit finf Aussagevariablen gewahlt, in
der allerdings eine Variable durch eine Aquivalenz "verdoppelt" wurde. Das Ratsel kann daher
auf vier Aussagevariablen zurlickgefiihrt werden.

Auch hier wurde in der Musterlésung das Ausschlussprinzip in den Vordergrund gestellt, um
den SuS Alternativen zum Erstellen der sehr umfangreichen Wahrheitstafeln aufzuzeigen. Die
Musterldsung wurde so konzipiert, dass es prinzipiell mdglich ist, erst hier das
Ausschlussprinzip zu verallgemeinern, um abschlieRend die Einheit abzurunden und den
Ausblick auf die Weiterfiihrung in Klasse 10 zu geben.*

35 Zu empfehlen ist hier in erster Linie sein Buch "Logik-Ritter und andere Schurken"[SMU1] .
Dort sind zahlreiche anregende Logikratsel im Kontext von Liige und Wahrheit zu finden.
36 Vgl. [ARZ], 1973, S. 1 und S. 42.
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8. Stunde: Optionaler Exkurs zur Simulation "Lights on!" mit GeoGebra

Dieser optionale Exkurs wird hier nicht im Rahmen eines ausfiihrlichen exemplarischen
Stundenverlaufs dargestellt. Es sollen nur einzelne Aspekte erlautert werden:

Motivation:

SuS lésen im Vorfeld oder zu Beginn einer Doppelstunde das Ratsel "Lights on!"

Ggf wurde auch schon der theoretische Hintergrund erlautert, das ist aber nicht zwingend
erforderlich.

Zielsetzung: Zur Vertiefung der Kenntnisse rund um Wahrheitswerte und Boolsche Variablen,
werden diese in der Praxis in GeoGebra eingesetzt, um ein Logikratsel zu simulieren. Konkret
werden dabei "Kontrollkastchen" zur Steuerung der dynamischen Farbgebung von Objekten
verwendet und erste Erfahrungen mit einfachen GeoGebra-Skriptbefehlen gemacht.

Umsetzung
im PC-Raum oder mit Tablets im
Klassenzimmer, in Einzelarbeit @

mit kooperativer Unterstutzung

durch Nachbarn und die

Lehrkraft. Die SuS erstellen auf

Basis der Anleitung (siehe

Material) eine Simulation des

Logikratsels "Lights on!", bei dem

sieben Lampen unter erschwerten

Bedingungen zum Aufleuchten

gebracht werden mussen. Jeder
Klick andert nicht nur den
Zustand der ausgewahlten alle aus

Lampe, sondern auch den der

O
O

beiden Nachbarlampen.

Binnendifferenzierung ...

durch verschiedene Versionen der Simulation. Die SuS erstellen entweder die Basisversion
oder eine erweiterte Version. In beiden Versionen ist die Steuerung mittels Boolscher Variablen
prinzipiell identisch. In der Basisversion werden die sieben Lampen als Punkte modelliert, bei
deren Auswahl ("Anklicken") jeweils bestimmte Aktionen ausgeldst werden. In der erweiterten
Version werden die Lampen als Kreisflachen modelliert. Dadurch ergeben sich mdgliche
Vertiefungen. Neben der Anwendung einfacher geometrischer Abbildungen betrifft dies vor
allem die Vernetzung von Geometrie und Algebra am Beispiel von Kreisflachen, die als
Visualisierung bestimmter quadratischer Ungleichungen entdeckt werden.

Material:

MSaug08 Lights on.odt

MSaug08 7Lampen basisversion.ggb
MSaug08 7Lampen.ggb
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[AHR]
[AIG]
[ARN]

[ARZ]

[BEU]

[ENG]
[GAR]

[GLO]
[LES]

[LOE]

[REI]
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