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Einleitung

In Klasse 8 wurden in der Einheit Geometrie Inhalte behandelt, die sehr enge Bezlige zum
Kerncurriculum Mathematik des Bildungsplans 2016 aufweisen. Die Aufbereitung blieb daher
Ubersichtlich und konnte sich grofdtenteils an gangigen Lehrwerken orientieren. In Klasse 9 liegt
nun eine andere Situation vor, steht doch mit den Kreiswinkelsatzen ein Themenbereich auf dem
Programm, der schon seit vielen Jahren nicht mehr im Regelunterricht des Faches Mathematik
verankert ist.

Da der Peripheriewinkelsatz im Gefilige der elementaren geometrischen Satze eine zentrale
Rolle spielt, ist er dennoch im Bereich der Begabtenférderung stets prasent geblieben, so dass
aus diversen Wettbewerben, Vertiefungskursen und begleitenden Aufgabensammlungen
vielfaltige Anknipfungspunkte vorliegen.

Aus den genannten Grinden fehlen allerdings in den Lehrwerken ausgearbeitete
Unterrichtsgange und entsprechende didaktische Konzepte. Vor diesem Hintergrund war eine
umfangreichere Aufarbeitung der Geometrieeinheit erforderlich als es in Klasse 8 der Fall war.
Die reichhaltigen, auf die Begabtenférderung ausgerichteten Materialien eignen sich dabei
hervorragend fur Differenzierungsangebote zur Vertiefung (z.B. in den letzten beiden Stunden
der Einheit), nicht aber fiir die im Mittelpunkt stehende breit angelegte Begriffsbildung, die auch
"normal” interessierten SuS einen motivierenden und nachhaltigen Zugang ermaéglichen sollte.

Daher wurde der Schwerpunkt des vorliegenden Umsetzungsvorschlages auf die ersten vier
Stunden der Einheit gelegt, in denen die Kreiswinkel eingefiihrt und die zugehorigen Satze
entdeckt, durchdrungen und bewiesen werden, bevor in den letzten beiden Stunden
verschiedene Anwendungen auf allen Niveaustufen folgen kénnen.

Durch die Behandlung der Kreiswinkelsatze im Rahmen des IMP-Unterrichts ist es mdglich, die
Tur zu einigen spannenden und Uberraschenden Zusammenhangen der Geometrie ein kleines
Stuck weiter zu 6ffnen. Dartber freue ich mich sehr und hoffe gleichzeitig, dass das Material
einen Beitrag dazu leisten kann, dass Sie mit der gleichen Freude an die konkrete
Unterrichtsplanung herangehen kdnnen und mdglichst viele lhrer Schiilerinnen und Schuler
einen motivierenden Zugang finden.

Anregungen und Korrekturhinweise kdnnen Sie mir gerne direkt zukommen lassen.
O. Grund, April 2019 (olaf.grund@fb75-rpk.de)
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Grundsatzliches zur Konzeption

Im Mittelpunkt der Einheit stehen die Einfiihrung und Begriindung der Kreiswinkelsatze.

Da die Beweise der Satze erst dann Sinn machen, wenn ihre Aussagen von den Schiilerinnen
und Schilern® wirklich verstanden worden ist, ergibt sich die Struktur der Einheit quasi von selbst,
sie ist in folgende drei Unterrichtsphasen unterteilt:

1.+2. Stunde: Begrindungsbasis aktivieren und Kreiswinkel erkunden
3.+4. Stunde: Kreiswinkelsatze verstehen und beweisen
5.+6. Stunde: Kreiswinkelsatze anwenden — Weitere Beweise

Nach der Aktivierung bekannter Satze und Zusammenhange aus Klasse 7 und 8 in der ersten
Stunde, werden in der zweiten und dritten Stunde zunachst die neuen Begriffe im Kontext der
Kreiswinkelsatze eingeflihrt und passende Vorstellungen entwickelt. Auf Basis einer ganzheitlich
angelegten Erkundungsphase in der zweiten Stunde werden die Satze in der dritten Stunde
formuliert und bei ersten Anwendungen weiter durchdrungen. Erst danach folgt in der 4. Stunde
die Erarbeitung eines formalen Beweises.

In den letzten beiden Stunden der Einheit kdnnen verschiedene Zusammenhange im Kontext der
Kreislehre erkundet und weitere Satze bewiesen werden. Diese Phase eroffnet reichhaltige
AnknUpfungspunkte, ist aber bewusst offen gehalten, so dass sie in der Praxis auf Basis des
Materials sehr unterschiedlich ausgestaltet werden kann.

Ein wichtiges Ziel bei der Konzeption der ersten vier Stunden war neben dem Aufbau adaquater
Vorstellungen auch die inhaltliche Vorentlastung des Beweises in der 4. Stunde. Die dazu
erforderliche Begrindungsbasis wird daher Gber die ersten drei Stunden hinweg aufgebaut.

Optionale Vertiefungen wie z.B. der Exkurs zur Konstruktion von Tangenten an den Kreis werden
bei der Beschreibung der einzelnen Stunden erwahnt. Solche Vertiefungen gehen tber die
Vorgaben des Bildungsplans hinaus und sind als ergdnzendes Angebot gedacht. Da sie ebenfalls
binnendifferenzierend gestaltet sind, kdnnen sie entweder mit der gesamten Klasse oder als
Zusatzauftrage fir einzelne Schilergruppen genutzt werden.

Vorbemerkung zum Peripheriewinkelsatz — Ganzheitlicher Zugang

C
In den verschiedenen Quellen gibt es keine einheitliche Auffassung Gber
Inhalte und Bezeichnung des Peripheriewinkelsatzes.? Um die : 5
Zusammenhange wirklich zu verstehen, ist es aus didaktischer Sicht A
angezeigt, einen ganzheitlichen Zugang zu wahlen und auch den
Sehnentangentenwinkel einzubeziehen. In der vorliegenden Einheit wurde ‘:?.?
daher eine Fassung zugrunde gelegt, die neben den Aussagen zum v
Umfangs- und Mittelpunktswinkel auch die Gleichheit von Umfangs- und
Sehnentangentenwinkel enthalt und sich in der konkreten Formulierung auf
Kreisbogen statt Kreissehnen bezieht®:

Peripheriewinkelsatz (Kreiswinkelsatze), vgl. Bild
Alle Umfangswinkel @ tber einem Kreisbogen b sind gleich grof3 (UWS),
jeder ist halb so grof3 wie der zum Bogen b gehorige Mittelpunktswinkel y (MWS)
und ebenso grof3 wie der zum Bogen b gehérige Sehnentangentenwinkel € (STWS).

1 Schililerinnen und Schiiler wird im Folgenden SuS abgekiirzt.

2 Er wird auch als Umfangswinkel- oder Mittelpunktswinkelsatz bezeichnet und kann inhaltlich enger oder
weiter gefasst sein. Seine Formulierung kann sich auf Kreissehnen oder Kreisbogen beziehen.

3 Die Formulierung wurde (bis auf einzelne Fachbegriffe) aus [SCHE], 2007, S.39, ibernommen.
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Die drei einzelnen Aussagen werden dabei in dieser Einheit als Umfangswinkelsatz (UWS),
Mittelpunktswinkelsatz (MWS) und Sehnentangentenwinkelsatz (STWS) bezeichnet und im
Sinne einer nachhaltigen Begriffsbildung ab der zweiten Stunde erkundet und beschrieben. In
der 3. Stunde werden die drei Aussagen als eigenstandige Satze formuliert, wobei auch
Formulierungen eingebunden sind, die sich auf Kreissehnen beziehen. Um dabei méglichen
Fehlvorstellungen entgegenzuwirken, wird der Zusammenhang zwischen Kreissehnen, Bogen
und Kreiswinkeln thematisiert. Erst in der 4. Stunde werden die drei Satze dann unter dem Dach
des Peripheriewinkelsatzes zusammengefasst und in der oben aufgeflhrten einfacheren
Formulierung bewiesen. Die Bezeichnung Peripheriewinkelsatz wurde dabei von Scheid /
Schwarz (a.a.0.) ubernommen, um den Satz mit einem eigenen Begriff von den "Teilsatzen"
abzugrenzen. Das Wort "Peripheriewinkelsatz" muss aber nicht zwingend im Unterricht
verwendet werden. Falls man den SuS diesen weiteren Begriff ersparen mochte, kann man ihn
auf dem Arbeitsblatt I6schen und weiterhin von den Kreiswinkelsatzen sprechen. Tatsachlich
taucht der Satz in der weiten Fassung (mit allen drei Aussagen) auch unter der Bezeichnung
"Satz vom Umfangswinkel" oder auch "Sehnentangentenwinkelsatz" auf. Bei Wikipedia findet
sich dazu beispielsweise folgende pragnante Formulierung*:

Die beiden Sehnentangentenwinkel eines Kreisbogens sind so grof3
wie die zugehoérigen Umfangswinkel (Peripheriewinkel) und
halb so grofd wie der zugehdrige Mittelpunktswinkel (Zentriwinkel).

Zur Rolle und zum Einsatz digitaler Werkzeuge

Dynamische Geometrie-Systeme (DGS) erlauben es durch (ggf. animierte) Visualisierungen von
Zusammenhangen die Entwicklung tragfahiger Vorstellungen zu unterstutzen, falls ihr Einsatz gut
auf die Begriffsbildungsschritte abgestimmt ist und nicht zum falschen Zeitpunkt erfolgt. Der
Einsatz sollte auRerdem die Entwicklung von eigenen Vorstellungen der SuS anregen und darf
dieser nicht vorgreifen bzw. diese nicht dominieren. Die Bedienkompetenzen der SuS sollten
dabei nicht im Vordergrund stehen, kénnen aber durchaus behutsam gefordert werden, so dass
die SuS ein DGS ihrer Wahl fir den weiteren Mathematikunterricht nutzen kénnen.

Der Einsatz eines DGS ist im Bildungsplan fir diese Einheit ausdrtcklich gefordert, aber nicht
explizit einer bestimmten Unterrichtsphase zugeordnet (siehe 3.2.2.3, (2)). In der zweiten und
funften Stunde sollten die Erkundungen idealerweise im Computerraum oder im Klassenzimmer
mit Endgeraten stattfinden. Darlber hinaus sind in den einzelnen Stunden weitere
Einsatzmdglichkeiten beschrieben. Die vorliegenden Arbeitsblatter wurden auf die frei verfligbare
Software GeoGebra abgestimmt, kdnnen aber auch fir andere DGS modifiziert werden.

Um die technische Organisation zu erleichtern, wurde begleitend ein GeoGebra-Buch fir IMP 9
eingerichtet®, in dem die Applets zentral abrufbar sind. Das direkte Abrufen aus dem Netz bringt
den Vorteil mit sich, dass die Auflésung automatisch an die jeweiligen Endgerate angepasst wird,
erfordert allerdings eine Internetanbindung. Falls dies nicht méglich ist, konnen die Applets vorab
heruntergeladen und intern im Netzwerk der Schule zur Verfliigung gestellt werden, sofern die
Software GeoGebra installiert ist. Alle Applets sind auch im Materialpaket unter MO3_geo im
Unterverzeichnis 3_vorlagen_tauschordner bzw. 5_praesentationen abrufbar.

4 Wikipedia: "Kreiswinkel", URL: https.//de.wikipedia.org/wiki/Kreiswinkel , abgerufen am 23.4.2019
5 Die Applets der Geometrieeinheit sind flir SuS unter https./ggbm.at/k7u4ab9v abrufbar. Erganzende
Applets fir Lehrkrafte findet man in einem zweiten GeoGebra-Buch unter https://ggbm.at/vz4vt4bw.
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Hinweise zur Dokumentation — "Zweispaltenbeweise"

Beweisen und Argumentieren sind zentrale Kompetenzen, bei denen auch die Frage der
Ergebnissicherung entscheidend ist. Eine praktikable, angemessene Dokumentation muss
eingefiihrt und eingelibt werden. An einigen Stellen der Einheit wurde dazu das Prinzip der
Zweispaltenbeweise eingebunden. Es sieht ein dreischrittiges Vorgehen vor, um die Kompetenz
des Beweisens altersangemessen zu unterstiitzen®:

1. Schritt: Klare Trennung von Voraussetzung und Behauptung
2. Schritt: Skizzieren einer Beweisfigur mit allen wichtigen GrofRen und ggf. HilfsgroRen/ -linien

3. Schritt: Aus den Voraussetzungen und bekannten Zusammenhangen wird die Behauptung
schrittweise hergeleitet. Dies wird Ubersichtlich in zwei Spalten dokumentiert.

Der Anfang des Beweises des Satz des Thales kdnnte dann z.B. so aussehen:

Beweisschritt Begrindung

(1) yity=y Hilfslinie teilt y in yiund y2
(2) MA=MC | MA und MC sind Radien des Kreises
(3) vyi=a Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck sind gleich grof}

Zur Entwicklung von Beweiskompetenzen kann aul3erdem die "Zwei-Tore-Regel" hilfreich sein,
die hier nur kurz skizziert werden soll. Fur weitergehende Informationen wird auf die
Ubersichtliche Zusammenfassung von Herrn Brockmann-Behnsen verwiesen.’

Man stellt sich dabei zwei Tore vor, die bei jedem Beweisschritt passiert werden mussen.
Jedes Tor wird von einem Wachter bewacht, der eine Leitfrage stellt:

TOR 2 TOR 1
Nutzen des geplanten Schrittes Begriindung fiir den geplanten Schritt
Waéchter 2: Was bringt es dir? Waéchter 1: Warum darfst du das?

Nur wenn man dem strengen ersten Wachter eine gute Begriindung fir die RechtmaRigkeit des
geplanten Schrittes liefern kann, darf man zum zweiten Tor weitergehen. Dort méchte der
freundliche zweite Wachter helfen, unnétige Schritte und Arbeit zu vermeiden.

Die Tore sind hier von rechts nach links angeordnet, um den Zusammenhang mit dem Prinzip
des Zweispaltenbeweises zu verdeutlichen. Die Antwort auf die erste Frage muss fur jeden
Beweisschritt jeweils in der rechten Spalte begriindet werden (horizontale Sicht). Die zweite
Frage nach dem Nutzen eines geplanten Beweisschrittes nimmt in der linken Spalte die Abfolge
der Argumentation im Gesamtzusammenhang in den Blick und hat das Ziel, mit moglichst
wenigen, ubersichtlichen Schritten auszukommen (vertikale Sicht).

6 nach [LENG], "Mathematik Neue Wege 4 — Arbeitsbuch fiir Gymnasien BW", Schroedel, 2006, S. 76
Dort wird das Prinzip vorgestellt und exemplarisch beim Beweis des Satz des Thales angewendet.

7 Die Grundidee geht auf amerikanische Didaktiker zuriick und wurde 2012 von Dirk Brockmann-Behnsen
aufgearbeitet und weiterentwickelt. Die Zusammenfassung des Konzepts kann bei der Deutschen
Nationalbibliothek online abgerufen werden: "Zwei-Tore-Regel und Zwei-Spalten-Beweis", BzMU13, 2012
(pdf) , URL: https://d-nb.info/1105564797/34 , abgerufen am 22.4.2019
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Beweisvarianten der Kreiswinkelsatze

Fir die vollstandige Beweisfihrung missen verschiedene Falle betrachtet werden.
Im vorliegenden Unterrichtsvorschlag werden nach der Gréflke des Umfangswinkels ¢ bei C und
der Form des Dreiecks ABC folgende Falle unterschieden:

1) 9<90° 2) ¢>90° 3) $=90°

1.1. 1.2. 1.3.

c c 4

A
A B A B B

Dabei wurde der Spezialfall zum Satz des Thales als Fall 3) ans Ende gestellt, da er in der 4.
Stunde von den SuS im Rahmen eines kurzen Auftrags eingeordnet wird und hierzu auf dem
Arbeitsblatt keine Grafik eingebunden wurde. Die Unterfalle zu Fall 1) wurden anhand der Lage
des Umkreismitttelpunkts M unterschieden:

1.1. M im Dreieck ABC.

1.2. M liegt auf der Seite AC (oder der Seite BC) des Dreiecks ABC.

1.3. M liegt auRRerhalb des Dreiecks ABC.

Bei Fall 1.3. wurde auf dem Arbeitsblatt darauf verzichtet, weiter zu unterscheiden.
Die Beweisfiihrung ist beim Material der 4. Stunde ausfihrlich dokumentiert.

Abschlie3end sollen hier noch ausgewahlte alternative Beweisideen aufgefuhrt werden, um die
Vielfalt anzudeuten und Anknlpfungspunkte fur Zusatzauftrage aufzuzeigen (GFS, ...):

Beweisidee 1, [SCHE], 2007, S.39

Beweisgang ohne Verwendung des AuRenwinkelsatzes (AWS)
bei Betrachtung des Vollwinkels im Kreismittelpunkt:
p+(180°-291)+(180°-2¢2)=360° — p=@1+P=p/2
€+(180°-u)=90° — e=p/2, insbesondere €= ¢

Dieses Vorgehen bietet sich an, falls der AWS nicht behandelt
werden soll.

Hinweis: Der Beweis wird fir die Falle 1.1) und 3) geflihrt. Die
Falle 1.3) und 2) werden in der Ubungsaufgabe 1 behandelt,
der Fall 1.2) wird nicht explizit aufgefiihrt.

Beweisidee 2, [SCHM], 1997, S. 173, ahnlich wie Idee 1

Diese Variante kommt bei der Argumentation mit
Symmetrietberlegungen, der Winkelsumme im Dreieck und dem
Erganzungswinkel am Vollkreis aus und kénnte daher auch gut
im Unterricht als Alternativbeweis entwickelt werden.

Die Beweisfigur bleibt dabei noch relativ Ubersichtlich.
©1=90°-061/2 bzw. ,=90°-0,/2

@1+@2=180°—(51+02)/2 = [360°—(01+d2)] / 2 = p/2

Hinweis: Der Satz wird im Buch nur fur den Fall 1.1. bewiesen.
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Beweisidee 3, [HALB], 2016, S.9/10

Fir das Dreieck ABC wird die Gleichheit von Umfangswinkel ¢
im Punkt C und dem Sehnentangentenwinkel € in Punkt A bzw.
B direkt Uber die gestreckten Winkel an den Tangenten in den
Punkten A, B und C hergeleitet. Das aus den drei Bedingungen
resultierende Gleichungssystem flhrt zusammen mit der
Winkelsumme im Dreieck ABC auf die Beziehung €=¢.
Anschlieend wird fiir den Fall 1.1 gezeigt, dass ¢=p/2 gilt
Hinweis: Die Fallunterscheidung ist hier nicht erforderlich, da
€=@ zuvor fur alle Dreiecke bewiesen wurde.

Beweisidee 4, [KRAT], 1993, S. 110

Zuerst wird der "Winkelsatz fur Sehnenvierecke" bewiesen (/n
einem Sehnenviereck ergdnzen sich gegenliiberliegende Winkel
zu 180°), aus dem dann der MWS gefolgert werden kann. Dazu
verwendet man neben dem Sehnenviereck AC‘BC Uber der
Sehne AB ein zweites Viereck MPC‘Q. P bzw. Q sind die
Mittelpunkte der Strecken AC’ bzw. C‘B. Die Argumentation
geht dann von den Mittelsenkrechten der Strecken AC’ und C'B
aus, die aus dem Mittelpunktswinkel y einen Winkel halber
Weite "ausschneiden".

Hinweis: In dieser Einheit wurde der umgekehrte (flr die SuS
leichter nachvollziehbare) Weg gewahlt und der Winkelsatz fir
Sehnenvierecke aus dem Peripheriewinkelsatz gefolgert.®

Beweisidee 5, [SCHW], 1981, S. 88

Bei dieser Variante wird mit den beiden Mittelsenkrechten zu den
Dreiecksseiten AC und BC argumentiert. Es gilt zunéchst
0=180°-¢ (folgt aus der Winkelsumme im Viereck PMQC).
Daher hat auch der Nebenwinkel von & die Winkelweite ¢.

E bzw. D liegen auf den Mittelsenkrechten der Sehnen BC bzw.
CA und halbieren daher auch die Bogen BC bzw. CA. Deshalb
betragt der zum Bogen BA zugehérige Mittelpunktswinkel 26 und
es folgt y=360°-25 =360°-2(180°-¢)=2¢

Hinweis: Im Lehrbuch wird auch der Fall 1.3) mit Beweisfigur
behandelt, der Fall 1.2) wird als Ubungsaufgabe empfohlen.

Beweisidee 6, ohne Quelle

Eine elegante Ruckflihrung des Falles 1.1) auf den Fall 1.2) (!)
gelingt, wenn man wie im Bild den sogenannten "Sudpol" S
einzeichnet und den bewiesenen Spezialfall 1.2) auf die
Umfangswinkel Gber den Bogen AS und SB anwendet. Da die
Aussage nach Fall 1.2) fur jedes Teilwinkelpaar ¢+ und 1 bzw. @,
und p2 gilt, muss sie auch fur die zusammengesetzten Winkel
P=@1+@, bzw. p=ps+y2gelten. Analog kann dann auch bei den
Winkeldifferenzen im Fall 1.3) argumentiert werden.

8 Der Beweisgang fir den "Winkelsatz fiir Sehnenvierecke" ohne Verwendung der Kreiswinkelsatze ist bei
den Erlauterungen zu Aufgabe 3 der fiinften Stunde dokumentiert.
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Unterrichtsverlauf

Bei der Beschreibung der einzelnen Stunden wird jeweils ein grober Verlaufsplan vorangestellt,
der einen Uberblick vermittelt und Hinweise zu Alternativen oder ergénzenden Vertiefungen
enthdlt. Danach folgen  Erlduterungen zum  Aufgabenmaterial und  weiteren
Anknupfungspunkten.

Begriindungsbasis aktivieren und Kreiswinkel erkunden

In den ersten beiden Stunden erfolgt ein ,weicher” Einstieg ins Thema. Durch die Wiederholung
aus Klasse 7 und 8 wird die Begrindungsbasis flr den Beweis des Peripheriewinkelsatzes in
der 4. Stunde aktiviert. Dabei geht es in den ersten beiden Stunden zunachst um

- die Einfuhrung (ggf. auch Wiederholung) des AuRenwinkelsatzes fur Dreiecke,

- die Aktivierung des Basiswinkelsatzes (Symmetrieargumente),

- die Aktivierung des Satzes des Thales (und ggf. seiner Umkehrung),

- die Konstruktion von Tangenten als praktische Anwendung des Satzes des Thales,

- die Einfuhrung von Begriffen und Aktivierung von Vorstellungen zu Kreiswinkeln.

1. Stunde: Wiederholung aus Klasse 7/8 - Bekannte Satze im Dreieck

Maoglicher Ablauf, Inhalte Hinweise

* Warm-Up (ca. 5 min), evtl. mit Applet (vgl. Erlduterung) * Material:
Einfache Winkelberechnungen, 1-2 Figuren an der Tafel M9geo0l Bekannte_ Sé&tze.odt
vorgeben, SuS rechnen im Heft und nennen Ergebnisse M3geo0l_Nr0_warmup.odt

(z.B. Winkelsumme im Dreieck, Basiswinkelsatz, ...) « Binnendifferenzierung durch
auftragsgesteuerte Erarbeitung:
Unterrichtsgang ist als Folge von
Auftragen angelegt, die jeweils von
SuS prasentiert, gemeinsam erganzt
und gesichert werden, vgl. Datei:
M9aug03 auftragssteuerung.pdf

» Auftrag 1: (AB, Nr. 1, Auenwinkelsatz)

maglicher Einstieg

1a)+b) Berechnen und "Formeln" aufstellen

— SuS présentieren Ergebnisse, ggf. Ergénzungen, dann:

1¢)+d): AuBenwinkelsatz mit eigenen Worten formulieren

1d) als differenzierender Zusatzauftrag zur AuRenwinkelsumme

— Présentation durch SuS, ggf. Ergénzung durch Lehrkraft * AuRRenwinkelsumme im Vier- bzw. n-
Eck kann mit Aufgabe 7 vertieft
werden, ggf. auch als Zusatzauftrag /
Vortrag zur Differenzierung

 Auftrag 2: (AB, Nr. 2, Basis- und AufRenwinkelsatz im Kreis)
2a)+b) Berechnen und begriinden
— Présentation durch SuS, ggf. Fokussierung auf Nutzung

des AuBenwinkelsatzes als "Abkiirzung" ergénzen * Bei Nr. 2 werden zur Vorentlastung
Reflexion zur Situation am Kreis: Radien als Schenkel von gleichschenklige Dreiecke bereits im
Dreiecken, ggf. hier auch schon erste Begriffe wiederholen: Kontext von Kreisen betrachtet.
Sehne, Umfangs- und Mittelpunktswinkel + Satz des Thales wird als Spezialfall

des Umfangswinkelsatzes in Nr. 3

» Auftrag 3: (AB, Nr. 3, Wiederholung Satz des Thales
( 9 ) aktiviert und bei Nr. 4 angewendet.

3a)+b) Berechnen, Formulieren, Begriinden
— Présentation durch SuS, Formulierungen "schérfen”, * Eine optionale Vertiefung zu weiteren
99f. Beweis des Satzes im LSG prézisieren Tangentenkonstruktionen mit Zirkel
und Lineal, ggf. auch DGS, u.a. aus
Euklids "Stoicheia", ist auch nach der

Einheit flexibel einsetzbar, vgl.
M9geo0l Exkurs Tangenten.odt

 Auftrag 4: (AB, Nr. 4, Satz des Thales praktisch anwenden)
4a)+b) Tangentenkonstruktion analysieren und durchfiihren
— nach a) ggf kurze Zwischenprésentation durch SuS.

« AbschlieRende Reflexion der Stundeninhalte und Ausblick
 Stellen der Hausaufgaben (z.B. Nr. 5 oder Zusatzkonstruktion)
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Erlauterungen zur 1. Stunde

Durch den Einsatz des Aulienwinkelsatzes werden geometrische Begriindungen Ubersichtlicher,
was u.a. in der 4. Stunde beim Beweis des Mittelpunktswinkelsatzes hilfreich ist. Er wird im
Bildungsplan nicht erwahnt und in den gangigen Lehrwerken in Klasse 7/8 allenfalls als
Vertiefung angeboten. Da er einfach zu verstehen ist, eignet er sich bestens zur Aktivierung der
Begriindungsbasis unter neuer Perspektive. Er wird daher auch bei Aufgabe 2 (Basiswinkelsatz)
und Aufgabe 3 (Satz des Thales) eingebunden, so dass man ihn guten Gewissens in dieser
Stunde einflihren kann, falls er bis dato unbekannt war. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass
die Wiederholung der bekannten Satze in leicht verandertem Kontext erfolgen kann.

Es folgen Hinweise und Anregungen zu den einzelnen Phasen bzw. Aufgaben.

Warm-Up

Zunachst geht es um die kognitive Aktivierung zu Beginn der Stunde, dann aber auch um einen
kurzen Ausblick auf die Inhalte, die die SuS im Laufe der Einheit erwarten. Man kdnnte dabei
z.B. von folgendem Vorschlag ausgehen:

Welcher Rechenausdruck passt zu welchem Winkel?
Ordne zu und begriinde deine Entscheidung.

180° — (a + ) a+

(=] C a

180° — o 180° — 53—~
B4y 180° — 3
....................................... 6 a B s s EsrEsErEEEEEEE EEIEEEIEETEEIEEEEEE)

A B

Diese Aufgabe kann mit Unterstiitzung der Datei M9geo01 Nr0O warmup.ggb gestellt und
besprochen oder aber an der Tafel / am Visualizer entwickelt werden. Durch die beiden Terme
a+y und B+y wird bereits die die Berechnung von Auflenwinkeln angebahnt, ohne mit konkreten
Winkelweiten zu hantieren. Bei den sechs Termen wurde die bekannte Gleichung der
Winkelsumme nach verschiedenen Winkeln oder Winkelsummen aufgelést. Man kann dies
reflektieren und an der Tafel z.B. ausgehend von der Winkelsumme a+3+y=180° durch
Subtraktion von a die Aquivalenz der beiden linken Terme zeigen: B+y=180°-a.

Alternativ kann man auch aus dem reichhaltigen Angebot der Lehrwerke zu Klasse 7 eine
geeignete Aufgabe wahlen.

Im Anschluss kénnte man z.B. anhand nebenstehender Skizze an der
Tafel oder mit einem DGS den Bezug zum Kreis herstellen und
erlautern, dass es in den kommenden Stunden um Winkel im und am
Kreis gehen wird und die sogenannten Kreiswinkelsatze erarbeitet,
begrindet und angewendet werden. Die Begriffe Sehne, Kreisbogen,
Umfangs- und Mittelpunktswinkel (bzw. Zentriwinkel) kdnnen hier
bereits aufgegriffen, missen aber nicht gesichert werden.

Nach dieser Uberleitung kann das Arbeitsblatt 1 ausgeteilt und
erlautert werden.
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1. Dreiecke — AuBenwinkelsatz
Diese Aufgabe dient der Einflihrung ( oder Wiederholung) des AufRenwinkelsatzes fur
Dreiecke. Zunachst erfolgt auf numerischer Ebene die Berechnung eines AuRenwinkels, bei
der die SuS die Winkelsumme im Dreieck und die Nebenwinkeleigenschaft erkennen und
nutzen missen. Durch die anschlieRende symbolische Darstellung im b)-Teil wird der Weg flr
die Formulierung des Satzes vorbereitet, die im c)-Teil verlangt ist. Die SuS sollten den
AuRenwinkelsatz letzten Endes als effiziente "Abklrzung" kennen, statt jedes Mal mit der
Winkelsumme zu argumentieren. Dies wird sicher nicht von Anfang an gelingen, daher sind in
dieser Stunde weitere Gelegenheiten vorgesehen, um dies aufzugreifen.
Der d)-Teil dient zur Differenzierung und bereitet gleichzeitig eine optionale Vertiefung vor, bei
der die SuS in Aufgabe 7 die schéne Entdeckung machen kénnen, dass die
Aullenwinkelsumme bei allen n-Ecken (n=3) unabhangig von der Eckenzahl konstant ist.
Er kdnnte gut mit der Vorstellungstibung 1 (vgl. Anhang) eingeflihrt werden, um dynamische
Sichtweisen ins Spiel zu bringen und einen mentalen enaktiven Zugang anzubieten.

2. Gleichschenklige Dreiecke — Basiswinkelsatz
Hier kommen nun Kreise ins Spiel und es werden Symmetrien gleichschenkliger Dreiecke
betrachtet, deren Schenkel Kreisradien sind. Die SuS aktivieren den Basiswinkelsatz und
wenden ihn an, ohne dass er formal gesichert werden musste. Wahrscheinlich wird ein
Grofiteil der SuS hier mit der Winkelsumme argumentieren. Beide Begrindungen (mit / ohne
Aullenwinkelsatz) sollten besprochen werden. In der Lésung wurde nur die Argumentation
Uber den Aufzenwinkel eingebunden.
Hinweis zur Vorbereitung des Mittelpunktswinkelsatzes:
Bei Aufgabenteil a) berechnen die SuS den Mittelpunktswinkel zu einer nicht eingezeichneten
Sehne, von der auch der Umfangswinkel nicht direkt gegeben ist. Dennoch liegt der Aufgabe
der Kerngedanke des Mittelpunktswinkelsatzes zugrunde — der Auf3enwinkelsatz.

3. Rechtwinklige Dreiecke — Satz des Thales
Aufgabe 3 dient der Wiederholung des Satzes des Thales, dessen Beweis auch erneut
dokumentiert wird, da die SuS spater daraus entsprechende Beweisgange flir den
allgemeineren Umfangswinkelsatz entwickeln konnen.
In Teil a) kénnen sich die SuS zunachst tber die Berechnung des Mittelpunktswinkels y dem
Zusammenhang des Satzes nahern. Vielleicht werden einige SuS auch die "Abklrzung"
mithilfe des Aulienwinkelsatzes erkennen. Beide Wege sind in der Lé6sung dokumentiert und
sollten bei der Besprechung herausgearbeitet werden, falls sie nicht bereits von den SuS
prasentiert wurden. In Teil b) wird dann die eigenstandige Formulierung und der Beweis des
Satzes verlangt. Auf jeden Fall sollte man die Formulierung zunachst prasentieren und
vergleichen lassen, bevor die SuS an der Begrindung arbeiten. Fir die jeweilige Lerngruppe
wird man mehr oder weniger Unterstutzung geben. Auf dem Arbeitsblatt wurde "nur" das
Dreieck ABC im Halbkreis eingezeichnet und die Winkel a und B vorgegeben. Tipps zur
Hilfsstrecke MC oder deren Vorgabe waren mdégliche Hilfen, ggf. auch gestufte hinfiihrende
Fragen oder Impulse.
Die Mittelpunktswinkel sind fir den Beweis nicht nétig, kdnnten
aber trotzdem eingezeichnet und verwendet werden. So ganz
ungelegen ware dies fur den weiteren Unterrichtsgang nicht und
kénnte ggf. in der Besprechungsphase aufgegriffen werden, um
am Spezialfall zu klaren, warum der Mittelpunktswinkel zu einer
Sehne doppelt so grol} ist wie der zugehdrige Umfangswinkel.
Bei Bedarf kann hierbei die Datei M9geo01 Nr3 Thales.ggb
eingesetzt werden, mit der auch das obige Bild generiert wurde. Sehnen und Winkel lassen
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sich dabei in verschiedenen Konstellationen einblenden.

4. Tangenten konstruieren
In dieser Aufgabe wird die Tangente von einem aufRerhalb liegenden Punkt an einen Kreis
konstruiert. Die SuS analysieren die bereits bekannte Vorgehensweise und reflektieren dabei
die Eigenschaften des Thaleskreises, bevor sie die Konstruktion selbst ausfuhren.
Das Konstruieren mit Zirkel und Lineal ist fundamental fur ein nachhaltiges
Geometrieverstandnis und kommt doch im Rahmen des Unterrichts aus Zeitgrinden oft zu
kurz. Aus diesem Grund wurde es im Rahmen des IMP-Unterrichts eingebunden und auch
Vertiefungsmoglichkeiten angelegt. Der folgende reizvolle Exkurs zu drei weiteren
Tangentenkonstruktionen tragt diesem Gedanken Rechnung. Falls Unterrichtszeit zur
Verfligung stehen sollte, ware diese sicherlich gut investiert, wenn die SuS sowohl mit Zirkel
und Lineal und ggf. (danach) mit einem DGS konstruieren kénnten.
Hier sind drei Tangentenkonstruktionen abgebildet, die sich dafiir gut eignen:

Tangente mit "drei Kreisen" Tangente mit "Doppelkreis"” "Alte Weisheit" von Euklid
an einen Punkt der Kreislinie | von auferhalb liegendem Punkt | von aufl3erhalb liegendem Punkt

Mit dem Arbeitsblatt M9geo01 Zusatz Tangenten.odt kdnnen Sie lhre SuS an diese
alternativen Konstruktionen® heranfiihren und nebenbei Euklids "Elemente" als Meisterwerk
und Grundsteinlegung der exakten axiomatisch ausgerichteten Wissenschaften wirdigen,
ausgehend von der Asthetik dieser zeitlosen Konstruktion (in Stoicheia, 111.17).

Das Arbeitsblatt mit Musterldsungen ist binnendifferenzierend konzipiert. Sie kdbnnen es von
der ganzen Klasse bearbeiten lassen, wobei die SuS dann ausgehend von der konkreten
Konstruktion den mathematischen Hintergrund unterschiedlich stark durchdringen werden und
dirfen. Mit den Ldsungen lassen sich die Argumentationen nachvollziehen, viele SuS werden
aber auch eigenstandige Begrindungen finden. Im Anschluss ware ein Exkurs im
Computerraum denkbar, bei dem die Konstruktionen, nachdem sie mit Zirkel und Lineal real
konstruiert wurden, mit einem DGS umgesetzt und dabei vertieft durchdrungen werden.
Alternativ kdnnte man die Aufgaben auch als Zusatzauftrage fir SuS im Rahmen eines
Einzel- oder Partnerauftrags verwenden. Das Arbeitsblatt kann auch unabhangig von dieser

9 Die ersten beiden Konstruktionen sind bei [KRAT], S. 103 ff. beschrieben. Dort findet sich aul3erdem eine
weitere Konstruktionsvariante, bei der eine beliebige Kreistangente geschickt um den Kreismittelpunkt
gedreht wird, so dass sie anschlieRend durch den aulRerhalb liegenden Punkt geht. Diese Variante nutzt
wie Euklids Konstruktion einen konzentrischen Kreis durch den auf3erhalb liegenden Punkt.

10[HALL], 2008: Euklids Elemente sind im Internet in vielen Fassungen verfiigbar. Hier wurde die deutsche
Ubersetzung von Prof. Haller zugrunde gelegt, die unter http://www.opera-platonis.de/euklid/ abrufbar ist
(Letzter Abruf: 24.4.2019).
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Einheit flexibel eingesetzt werden, um geometrische Konstruktionen zu vertiefen.

5. Verwinkelt?
Aufgabe 5 ist eine erganzende Bestimmungs- und Begriindungsaufgabe zum Uben, die direkt
an den wiederholten Inhalten der Stunde ansetzt und sich daher als Hausaufgabe eignet.
Im a)-Teil sind mehrschrittige Winkelbetrachtungen an zwei gleichschenkligen Dreiecken
erforderlich, wobei Vorwartsarbeiten auf jeden Fall zum Ziel fihrt. Es sollten aber auch hier
wieder beide Wege (mit und ohne AufRenwinkelsatz) besprochen werden.
Im b)-Teil ist ein einfacher dreischrittiger Beweis gefordert, der tibersichtlich bleibt und
ebenfalls mit oder ohne Aul3enwinkelsatz dokumentiert werden kann.

6. Gleichseitig?
Diese Aufgabe bietet die Gelegenheit Gber den in der Stunde
wiederholten Stoff hinaus weitere Themenbereiche zu
vernetzen und ermdoglicht vielfaltige Losungswege. Neben der
Ahnlichkeit (Zentrische Streckung / Strahlensatze) kann man
den Satz des Pythagoras, lineare Funktionen oder die a
Trigonometrie einbinden. In der Lésung wurde der Weg mithilfe
des Satzes von Pythagoras dokumentiert. Falls aber im zweiten
Halbjahr die (statische) Trigonometrie zur Verfliigung steht, a
kénnten auch Winkel berechnet werden, um zu zeigen dass sie p 2 v Q
nicht 60° betragen (z.B. im Bild: tan(a)=1:(2/3)=1,5 ...— a#60°). g ®
Fuhrt man ein Koordinatensystem mit P als Ursprung ein, so
kann man aus der Dreiteilung, dem Streckfaktor 3 und der
symmetrischen Lage von W leicht dessen Koordinaten ermitteln 2
und z.B. die Lange der Strecke UW bestimmen. Auf Basis des
Satzes von Pythagoras kénnte man auch mit der Héhe im
gleichseitigen Dreieck argumentieren und zeigen, dass die mit
den angegebenen Proportionen korrekt ermittelten Hohen (siehe .

S a R

]

a=1LE

rechts) nicht zu gleichseitigen Dreiecken gehdren (z.B. %\/5;&% ). )
4

Hier kdnnten interessierte SuS auch Uber die Stunde hinaus P U L ¥ Q
weitere Losungen suchen und dokumentieren. u

7. AuBenwinkelsumme in Vielecken
Aufgabe 7 halt eine Vertiefung bereit, bei der die SuS lberraschende Erfahrungen mit der
Unendlichkeit sammeln kdnnen. Der Gedankengang ist leicht nachvollziehbar und sollte
zumindest im endlichen Fall eines Vierecks mit wenigen Tipps I6sbar sein.
Gestufte Hilfen kdnnten hier z.B. sein:
1) Wie grof} ist die Innenwinkelsumme im Viereck?
2) Nutze die Nebenwinkel und driicke jeden Aufienwinkel mithilfe seines Innenwinkels aus.
3) Ersetze in der AulRenwinkelsumme jeden AuRenwinkel B« durch (180°- a).
4) Forme die Summe so um, dass die Innenwinkelsumme (ai+az+...) auftritt.

Fur die Bearbeitung des b)-Teils kdnnte es sinnvoll sein, die Innenwinkelsumme im n-Eck
vorab gemeinsam herzuleiten, bevor die SuS die Uberlegung aus dem a)-Teil Ubertragen.
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2. Stunde: Kreiswinkel erkunden

Méglicher Ablauf, Inhalte Hinweise

» Prasentation der Hausaufgaben durch SuS * Material:

L . M9geo02 KWS erkunden.odt

. Auftlrgg 1: (AB, Nr. 1, Krelswmkel)l, ca. 5 min . weitere Applets, s. Erlauterungen
Intuitive Zuordnung der Fachbegriffe Umfangs-, Mittelpunkts-
und Sehnentangentenwinkel zu vorgegebenen Winkeln * Auftrag 1 ermdglicht einen intuitiven
1a-b) bearbeiten, kurzer Austausch mit Partner Zugang zu den drei Winkelarten.

— SuS préasentieren Ergebnisse, ggf. Ergdnzungen Jeder Erkundungsauftrag enthalt dann
In der Weiterflihrung kann ein kurzes Unterrichtsgesprach zunachst genauere Informationen
folgen, ggf. mit Tafelskizze, vgl. Erlauterungen zum jeweiligen Winkelbegriff.

+ Auftrage 2-4: (AB, Nr. 2-4, Kreiswinkel erkunden) * Im Zentrum der Stunde steht die
Offene gestufte "Erkundungsauftrage" in Partnerarbeit, Phase des entdeckenden Lernens bei
idealerweise kombiniert mit der Erstellung in einem DGS. Auftrag 2, die binnendifferenzierend
In den ersten beiden Auftragen werden Umfangs- und angelegt ist und Raum fir individuelle

Mittelpunktswinkelsatz erkundet, Vermutungen werden auf dem | Wege lasst (s. Erlauterungen).
begleitenden Anleitungsblatt notiert und spéater in einer Es ist daran gedacht, ein DGS

Auswertungsphase verglichen und erganzt. Der dritte Auftrag einzusetzen, eine begleitende
(Sehnentangentenwinkelsatz) kann der Differenzierung dienen. Anleitung WL’ere exemplarisch fiir das
— Présentationen durch SuS , ggf. Ergénzung, DGS GeoGebra konzipiert und ist auf
« Zusammenfiihrung, Reflexion und Ausblick, (ggf. AB, Nr. 5) der zweiten Seite der Materialdatei
Falls Zeit ist, bietet sich die Bearbeitung von Nr. 5 an, um die enthalten. Das Arbeitsblatt auf der

die Zusammenhange konstruktiv zu sichern, andernfalls kénnte | ersten Seite ist so strukturiert, dass
auch die vorhandene Tafelskizze zur Reflexion genutzt werden. | die Erkundung prinzipiell auch ohne

In der Reflexionsphase ist auch die Visualisierung mithilfe des digitale Werkzeuge erfolgen kann.
Applets M9geo02 KWS erkunden.ggb denkbar.’ « Falls eine Doppelstunde zur
« Puffer: AB, Aufgabe 6 oder 7 Verfugung steht, bietet sich Aufgabe 1
. des nachfolgenden Arbeitsblattes (3.
+ Stellen der Hausaufgaben (z.B. Nr. 6 und Teile aus 7) Stunde) zur Zusammenfiihrung an.

Erlauterungen

In dieser Stunde sollen die SuS Vorstellungen zu Umfangs-, Mittelpunkts- und Sehnen-
tangentenwinkeln aufbauen und die Gelegenheit haben, sich den Kreiswinkelsatzen behutsam
und ganzheitlich zu nahern. Dabei ist die Erkundung der Zusammenhange mithilfe eines DGS
vorgesehen, wobei verschiedene Umsetzungsszenarien denkbar sind.

Man konnte die Stunde im Computerraum in Partnerarbeit angehen oder alternativ mit digitalen
Endgeraten (der SuS) ohne Internetanbindung im Klassenzimmer umsetzen (falls die
GeoGebra-Geometrieapp installiert ist). In diesem Fall sollte die auf die PC-Version von
GeoGebra abgestimmte Anleitung noch fir den Gebrauch von Smartphones und Tablets
angepasst werden und ggf. eine einfachere Konstruktion (z.B. ohne Kreisbogen) gewahlt
werden. Bei vorhandenem Internetzugang ware es auch moglich, die fur diesen Fall auf
Geogebra.org hinterlegten Applets aufzurufen und als Erkundungsumgebungen auf den
Endgeraten der SuS einzubinden."

Die Datei M9geo02 KWS erkunden.ggb wurde Ubrigens auch verwendet, um Bilder fir das
Aufgabenmaterial zu erstellen. Sie ist im GeoGebra-Buch aus dem Kapitel zur 2. Stunde
abrufbar, es folgt ein Smartphone-Screenshot:

11 Die Applets der Geometrieeinheit sind unter https.//ggbm.at/k7u4ab9v abrufbar.
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Dreieck ABC
Kreisbogen b
Umfangswinkel ¢
Mittelpunktswinkel p
Sehnentangentenwinkel

[ ] preieck ACB
[:] Komplementarbogen b'

D Umfangswinkel ¢'
D Mittelpunktswinkel p

D Sehnentangentenwinkel €'

Kreiswinkel erkunden

P
-

Tangente t, einblenden

Ve [«

D Uberall "Kleinvieh"?

an
ar

Screenshot des Applets M9geo02 KWS erkunden.ggb

Fir die Erkundungsauftrage sind a.a.O. drei einzelne Applets abrufbar, die als digitales
Werkzeug begleitend zum Arbeitsblatt eingesetzt werden kénnen (Bilder 1-3):

©=73.31°

Umfangswinkel =57.15°

Umfangswinkel

Mittelpunktswinkel ~p=114.3"

Erkundungsauftrag 1:
Umfangs-
winkelsatz

Erkundungsauftrag 2:
Mittelpunkts-
winkelsatz

=52.58°
p=105.15°

Umfangswinkel

Mittelpunktswinkel
Sehnentangentenwinkel £=52.58°

il
Y]
&

Erkundungsauftrag 3:
Sehnentangenten-
winkelsatz

Oder als Konstruktion
in der GeoGebra
Geometrie-App

Vorteilhafter ware es allerdings, wenn die SuS nicht nur fertige Werkzeuge verwenden, sondern
ihre Kompetenzen im Umgang mit dynamischen Geometriekonstruktionen ausbauen. Dazu
sollten sie idealerweise die Software aufrufen, mit einem "weillen Blatt" beginnen und die
Konstellation schrittweise eigenstandig entwickeln. Dies ware im Computerraum in einer
"klassischen" GeoGebra-Umgebung moglich, woflr die Anleitung im Material bestimmt ist.

Die SuS kdénnten aber auch ihr eigenes Endgerat ohne Internetanbindung nutzen. Dazu
mussten sie vorher in den Gebrauch der GeoGebra-Geometrie-App kurz eingefihrt werden.
Sicher sind Grundkenntnisse aus GeoGebra hilfreich, die App ist aber sehr gut konzipiert, so
dass die rechts dargestellte Endsituation innerhalb der Stunde entwickelt werden kdnnte.
Dabei sollte man eine gegenliber der Anleitung im Material vereinfachte Vorgehensweise
wahlen. Die Konstruktion mit komplementaren Kreisbogen, wie sie in der Anleitung vorgesehen
ist, macht auf dem Smartphone sicher nur flr besonders interessierte und versierte SuS Sinn.
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Bei der Konzeption des Arbeitsblattes wurde auch die Variante beriicksichtigt, den
Unterrichtsgang ohne digitale Werkzeuge umzusetzen, was maoglicherweise etwas mehr Zeit
erfordern konnte, daflir aber Erfahrungen beim handischen Zeichnen ermdglicht. Dies sollte mit
geringflgigen Modifikationen im Text gut machbar sein. Die Zeichnungen kénnten dann mit
Geodreieck und Zirkel erstellt werden (von reinen Zirkel-Lineal-Konstruktionen sollte aus
Zeitgrunden Abstand genommen werden, da es hier um das Entdecken der zentralen
Zusammenhange geht, nicht ums Konstruieren). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sollten dann
zwei, hdchstens 3 Dreiecke zu jedem Fall gezeichnet werden.

Achtung - Komplexitat reduzieren!

Aus didaktischer Sicht ist es wichtig, die komplexen
Zusammenhange am Kreis durch die Konzeption der
Auftrage und Anleitungen vorzustrukturieren. Um die
Komplexitat zu verdeutlichen, wurden rechts einige
Nebenwinkelpaare der Umfangswinkel von C und C* zur ..
gemeinsamen Sehne AB eingezeichnet?. Wenn man nun ~
das Dreieck ABC betrachtet und bedenkt, dass man auch
von A oder B aus die Umfangs- und Mittelpunktswinkel
zur jeweils gegentberliegenden Sehne markieren koénnte,
erahnt man, wie komplex das werden kann.

Entscheidend ist daher ein behutsames gestuftes
Vorgehen, wobei verschiedene Varianten denkbar sind.
Im vorliegenden Vorschlag wurde der Weg gewahlt, zunachst (in der 2. Stunde) auf eine
maoglichst transparente Trennung der Falle ¢<90° und ¢>90° zu achten. Es wurde daher in der
Erkundungsstunde vermieden, bereits in einer Figur Umfangswinkel auf beiden Seiten einer
Sehne einzuzeichnen, die sich nach dem Satz vom Sehnenviereck zu 180° erganzen. Dieser
Aspekt kdnnte sonst zu ungiinstigen Uberlagerungen fiihren. Daher wurden diese beiden Félle
sowohl visuell in Aufgabe 1 (linke / rechte Figur) als auch strukturell in den Aufgabenteilen (a)-
und b)-Teil) voneinander abgegrenzt. Auch in den anschlieRenden Aufgaben 5-7 wurde diese
Trennung beibehalten. Erst am Ende der 3. Stunde wurde in Aufgabe 4 die Zusammenfuhrung
der beiden Falle in einer Figur als Option ausgewiesen.

In der Erkundungsphase sind diesbezigliche Entdeckungen natlrlich mdglich und auch
durchaus erwinscht. Man sollte aber darauf vorbereitet sein und sie nicht mit der ganzen Klasse
thematisieren. In den "Lésungen" zu den Erkundungsauftragen finden sich dazu Hinweise und
eine Figur (zum Umfangswinkelsatz), auf die man bei Einzelberatungen zurlickgreifen kann.

Es folgen Erlauterungen zu den einzelnen Aufgaben / Unterrichtsphasen.

1) Kreiswinkel

Aufgabe 1 soll einen schnellen, intuitiven Zugang ermaoglichen. Die Begriffe Umfangs-,
Mittelpunkts-, und Sehnentangentenwinkel dirften den SuS zwar nicht ganzlich unbekannt sein,
sind aber in der Regel noch nicht eingeflhrt worden. In dieser Stunde sollen sie nicht definiert
werden. Vielmehr werden sie in Aufgabe 1 anschaulich gedeutet, was den SusS leicht fallen
durfte. Eine inhaltliche Prazisierung erfolgt dann jeweils in einem kurzen Informationstext zu
Beginn der einzelnen Erkundungsauftrage. Als ergénzender Auftrag wurde im b)-Teil im Sinne
der Differenzierung das Einzeichnen der zweiten Tangente aufgenommen, um von Anfang an
ganzheitlich die Symmetrie zur Zentralen durch Kreismittelpunkt und Schnittpunkt der beiden
Tangenten im Blick zu behalten.

12 Lésungsskizze aus dem Material zur 3. Stunde, vgl. Datei M9geo03 KWS verstehen.odt, Aufgabe 4.
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Mégliche Aspekte bei der Uberleitung
Nach der Schiilerprasentation knnte man in der P
Weiterflihrungsphase beispielsweise die Begriffe P
Tangente und Berthrradius aufgreifen, die g
Orthogonalitatsbedingung und deren Visualisierung ("auf
rechte Winkel achten ...") oder die zugrunde liegende
Achsensymmetrie erlautern. Die Abschlussfrage im b)-
Teil ist dabei bewusst offen formuliert und Iasst den SuS
Raum fir eigene Entdeckungen und Kommentare. Eine
Prasentationsfigur oder begleitende Tafelskizze wird
unterschiedlich ausfallen, kdnnte aber Elemente der
nebenstehenden Zeichnung enthalten.

Alles in allem sollte dieser Auftrag mit Besprechung in der Einstiegsphase nicht langer als 5-7
min in Anspruch nehmen, im Zentrum stehen die individuellen Erkundungen der SuS.

2)-4) Erkundungsauftrage zu den Kreiswinkeln

Bei Erkundungsauftrégen ohne digitale Werkzeuge kann man Zwischenergebnisse von den SuS
gut prasentieren lassen, falls ein Visualizer zur Verfligung steht. Andernfalls wird man auf
zusatzlich entwickelte Tafelskizzen zurtickgreifen oder die verschiedenen Applets zur
nachtraglichen dynamischen Visualisierung einsetzen.

Bei der Umsetzung mit einem DGS sollte die dynamische Interpretation im Mittelpunkt stehen.
Dabei sollte der Fokus auf die Wanderung des Scheitels des Umfangswinkels auf dem Kreisrand
gelenkt werden. Um eine zielgerichtete Untersuchung zu gewahrleisten, sollte daher das
prinzipielle Vorgehen vorab geklart werden: Sobald man eine Sehne festgelegt hat, bleiben die
Punkte A und B unberlhrt und man variiert nur die Lage des Punktes C, um die Abhangigkeiten
zwischen den Winkeln zu erkunden.

Anmerkung: Sehnenldnge als Parameter

Die Sehne AB wird zwar spater im b)-Teil auch variiert, dann aber jedes Mal wieder "fixiert",
wenn verschiedene Lagen des Scheitels des Umfangswinkels (hier des Punktes C) betrachtet
werden. Die (MaRRzahl der) Lange der Sehne AB kann in analytischem Sinne als Parameter
aufgefasst werden, der zwar prinzipiell variabel ist, aber immer wieder konstant gehalten wird,
um Veranderungen der anderen Grol3en besser untersuchen zu konnen. Geometrisch wird dies
SuS einsichtig, wenn man die nebenstehende Figur betrachtet: Sehnen gleicher Lange besitzen
bei konstantem Radius den gleichen Abstand vom Kreismittelpunkt. Es ist daher

zunachst egal, wo man sie im Kreis einzeichnet. Durch eine Drehung kann man \
eine Sehne in jede andere Sehne gleicher Lange (berfihren. Dieser Aspekt wird A
sicherlich im Unterrichtsgang eine Rolle spielen. Zur dynamischen Visualisierung

kann das Applet M9geo02 Gleiche Sehnen.ggb eingesetzt werden, um die A
Drehung zu animieren. Diese Vorstellung Iasst sich auch gut in der 3. Stunde A ' B
nach der Besprechung von Aufgabe 2c) aufgreifen.

Die ganzheitliche Sicht auf den Peripheriewinkelsatz mit allen drei Teilsatzen ist vorteilhaft,
dennoch stehen die ersten beiden Auftrage zum Umfangs- und Mittelpunktswinkelsatz (UWS
bzw. MWS) im Mittelpunkt. Der dritte Auftrag zum Sehnentangentenwinkelsatz (STWS) ist im
Bildungsplan nicht ausgewiesen. Er sollte aus den eingangs erlduterten Griinden im Rahmen
der Binnendifferenzierung bearbeitet werden. In welcher Tiefe das mdglich ist, wird natirlich
von der Lerngruppe und den Rahmenbedingungen abhangig sein.
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Die Aufgaben 5-7 kénnten die Ruckseite des Arbeitsblattes zu dieser Stunde bilden und dann
flexibel eingesetzt werden, zur Zusammenflhrung der Ergebnisse (z.B. Nr. 5) nach der
Erkundung, zur weiteren Durchdringung bzw. Vertiefung oder fir die Hausaufgaben.

5) Kreiswinkel einzeichnen

Diese Aufgabe eignet sich beispielsweise zur Zusammenfihrung der Ergebnisse der
Erkundungsauftrage und bereitet eine abschlieRende Reflexion vor. Die SuS blndeln ihre
verschiedenen Beobachtungen nochmal in zwei Skizzen, wobei hier wie bereits erwahnt, die
Falle 9<90° und ¢>90° noch getrennt bearbeitet werden. Inhaltlich wird der Bezug zu den
komplementaren Kreisbogen AB bzw. BA hergestellt, der zur Orientierung sehr hilfreich ist.
Alternativ kann diese Aufgabe auch als Hausaufgabe eingesetzt werden.

6) Gleiche Winkel

Aufgabe 6 kann als vertiefende Hausaufgabe oder zu einem spateren Zeitpunkt als
Ubungsaufgabe genutzt werden. Falls in der Stunde noch Zeit sein sollte, eignet sie sich auch
bestens als Folgeauftrag. Den a)-Teil ( ¢<90°) sollten alle SuS gut bearbeiten kénnen. Durch die
Vorgabe des halben Mittelpunktswinkels wurde der Fokus bereits vom Umfangswinkel weg auf
den Zusammenhang zum Mittelpunktswinkel gelegt. Ggf. wahlen Sie die anspruchsvollere
Variante und geben nur den Umfangswinkel vor.

Im b)-Teil ( 9>90°) kénnen die Uberlegungen dann (ibertragen werden.

Die Aufgabe bereitet gleichzeitig die Verwendung der Aufgabe 4 der nachfolgenden Stunde vor,
in der zwei sich zu 180° erganzende Umfangswinkel (auf verschiedenen Seiten der Sehne) in
einer Figur auftreten. Wahrend bei Nr. 6 noch "gleiche Winkel" aktiv gesucht und eingezeichnet
werden missen, geht es in Aufgabe 4 spater in der Zusammenfihrung der Nebenwinkelpaare
darum, Winkel gleicher Weite zu farben, um einen Uberblick zu gewinnen.

7) Kreiswinkel berechnen

Aufgabe 7 kann flexibel als Hausaufgabe oder zusatzliche Ubungsaufgabe eingesetzt werden.
Im a)- und b)-Teil wird die bekannte Situation des Satzes des Thales aufgegriffen und durch die
Suche nach alternativen Lésungsvarianten in Bezug zu den Kreiswinkelsatzen gesetzt. In den
Musterlésungen fir die Schilerhand sind jeweils mehrere Varianten dokumentiert.

Durch die Berechnungen im c¢)- und d)-Teil werden auf numerischer Ebene Argumentationen
vorbereitet, die spater beim Beweis des STWS eine Rolle spielen werden.
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Kreiswinkelsatze verstehen und beweisen

3. Stunde: Kreiswinkelsatze verstehen

Maoglicher Ablauf, Inhalte Hinweise

» Prasentation der Hausaufgaben durch SuS * Material:

» Auftrag 1: (AB3, Nr. 1, Kreiswinkelsatze) ﬁggggg?igiﬁeiiz};ﬁ'SSE
1a),b) und c): Aufgreifen und Sicherung der Ergebnisse der M9geo03 Sehne wandert .ggb

vorangegangenen Stunde, inhaltliche Durchdringung durch _ . _
Hinterfragen und Umformulieren der vorgegebenen Versionen | * Binnendifferenzierung durch
des UWS u. MWS (neuer Bezug zum zugehérigen Kreisbogen auftragsgesteuerte Erarbeitung.

statt zur Kreissehne) ) « In Auftrag 1 setzen sich die SuS mit
— Présentation durch SuS, ggf. Ergénzung der Aussage der Kreiswinkelsatze
Daran anschlieRend Zusammenhang zwischen Sehne, Bogen, auseinander.

Mittelpunkts- und ggf auch Umfangswinkeln im Plenum _
entwickeln (vgl. Erlduterungen und Musterldsung zu Aufgabe 4) | * Auftrag 2 bildet den Schwerpunkt der

; ; Stunde und dient der inhaltlichen
» Auftrag 2: (AB3, Nr. 2, Bekannter Satz in neuem Licht) - .
2a): Satz des Thales als Spezialfall charakterisieren Ru;tchdrgngun%und Tusammen mit
2b) Dynamische Sicht: Wanderung von C auf der Kreislinie Bu rag ‘?'erd orFenIt astun% des
Fallunterscheidung bei den Teilen a), e), f) erlautern eweises in der Folgestunde.

— ggf. "Zwischenprésentation" durch SuS, Prézisierung * Im Mittelpunkt stehen Vorstellungen
2c):Verschiedene Lagen der Sehne betrachten, ¢<90°, ¢>90° zum flexiblen Perspektivwechsel bei
— Présentation durch SuS, ggf. Ergénzung, Kreisbetrachtungen. Unterstiitzend
* Optionale Ubersicht: Komplementéare Kreisbogen: kénnen Applets fir die dynamische
Die Falle ¢<90°, =90° und ¢>90° werden abgegrenzt und Visualisierung eingesetzt werden.
mithilfe der verschiedenen GrofRen charakterisiert. ¢ Das Vorziehen von Nr. 5 und 6 des
* Auftrag 3: (AB3, Nr. 3, Winkelsuche) nachfolgenden Arbeitsblattes
Ubung und Aktivierung der Begriindungsbasis fiir Beweis (Einfiihrung des Fasskreises) ware
» AbschlieBende Reflexion der Stundeninhalte und Ausblick mdglich, falls vor dem Beweis der
ggf. AB3, Nr. 4 "Gleiche Winkel" dafiir nutzen Kreiswinkelsatze noch "handfeste"

Konstruktionen gewinscht sind.

» Stellen der Hausaufgabe (z.B. Teile aus Nr. 5 und 6)

Erlauterungen

In dieser Stunde werden die Kreiswinkelsatze (um-)formuliert, angewendet und ausgehend vom
Satz des Thales ihr Beweis vorbereitet, der in der nachsten Stunde folgt. Unter anderem wird die
erforderliche Fallunterscheidung fiir den Beweis des MWS vorentlastet.

1) Kreiswinkel

In Ermangelung von Lehrblichern fir IMP wurde hier der Weg gewahlt, Formulierungen der drei
Kreiswinkelsatze auf dem Arbeitsblatt vorzugeben und die inhaltliche Auseinandersetzung durch
den Wechsel des Bezugspunkts (Kreisbogen statt Kreissehnen) anzuregen. Die geforderte
Umformulierung ermdglicht dann auch die Argumentation mit Kreisbogen, die in vielen Fallen
Vorteile bringt und zu einem besseren Verstandnis beitragen kann.

Zuvor wird im b)-Teil schon nach dem fehlenden Fall (¢>90°) gefragt, um die SuS fir die
grundsatzliche Problematik zu sensibilisieren, dass der Mittelpunktswinkel zu einem Kreisbogen
eindeutig bestimmt ist, zu einer Sehne aber zwei Mittelpunktswinkel vorhanden sind. Daher sind
Formulierungen i.d.R. komplizierter, wenn sie sich auf Kreissehnen statt Kreisbogen beziehen.
Dieser Zusammenhang sollte in der Weiterfuhrungsphase besprochen werden. In den
Musterldsungen wurden dazu entsprechende knappe Hinweise eingebunden.
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In der gewahlten Grafik zum UMS sind Umfangswinkel auf beiden Seiten der Sehne enthalten.
Hiermit sind die beiden Falle ¢<90° und ¢>90° in einer Figur vereint. Als Anknipfungspunkt
bietet sich daher der Bezug zum Satz vom Sehnenviereck an. Uber die Frage "Was kénnte fuir
Umfangswinkel gelten, deren Scheitel auf verschiedenen Seiten der gemeinsamen Sehne
liegen?" gelangt man schnell zur Figur eines Sehenvierecks und kann ggf. die Vermutung
festhalten, dass solche Umfangswinkel zusammen 180° ergeben. Der Beweis wird spater
gefuhrt, nach dem Beweis der Kreiswinkelsatze, obwohl es auch anders herum moglich ware.

Beim MWS und STWS wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur jeweils der erste Fall
(9<90°) abgebildet. Das Zusammenfiihren der beiden Falle und die bewusste Fokussierung auf
den bekannten Grenzfall =90° erfolgt erst nach der Bearbeitung von Aufgabe 2, in der die SuS
den Satz des Thales als Spezialfall des MWS charakterisieren sollen.

Nach der Prasentation zu Aufgabe 1 kdnnen die in den Musterlésungen verwendeten
Abkurzungen angesprochen werden:

WS Winkelsumme BWS | Basiswinkelsatz

NW Nebenwinkel AWS  |Aulienwinkelsatz

uw Umfangswinkel UWS |Umfangswinkelsatz

MW Mittelpunktswinkel MWS | Mittelpunktswinkelsatz

STW | Sehnentangentenwinkel STWS |Sehnentangentenwinkelsatz

Zur Formulierung der Sétze

In Klasse 8 wurde bei der Einfiihrung von Satzen konsequent darauf geachtet, Voraussetzung
und Behauptung durch Verwendung der "Wenn- dann-Formulierungen" sprachlich klar zu
trennen, was auch hier méglich ware:

UWS: "Wenn die Scheitel von Umfangswinkeln Gber einer gemeinsamen Sehne auf derselben
Seite der Sehne liegen, dann sind sie gleich grof3."

MWS:"Wenn der Scheitel eines Umfangswinkels Uber einer Sehne auf derselben Seite der
Sehne liegt wie der Kreismittelpunkt, dann ist der Umfangswinkel halb so grofd wie der
zugehdrige Mittelpunktswinkel." (nur fur den Fall ¢<90° formuliert).

Dies fluhrt allerdings bei Satzen haufig dazu, dass sie unter Umstanden recht lang werden und
das Wesentliche nicht gleich erfasst werden kann. Trotz dieser Nachteile macht es Sinn, die
Satze ausgehend von den Formulierungen des Arbeitsblatts in die bekannte "Wenn-Dann-Form"
Uberflinren zu lassen, z.B. im Rahmen einer kurzen miindlichen Ubung.

2) Bekannter Satz im neuen Licht

Der Satz des Thales wird als Spezialfall erkannt und mit der maximalen Sehnenlange (als
Kreisdurchmesser) verknlpft bzw. dadurch charakterisiert, dass der Kreismittelpunkt auf der
Sehne liegt. Dazu analysieren die SuS verschiedene mit Umkreis vorgegebene Dreiecke.

Im b)-Teil ist den Bildern a),e) und f) die gleiche Sehne zugrunde gelegt und die im spateren
Beweis des Mittelpunktssatzes erforderliche Fallunterscheidung wird vorentlastet, indem die drei
Falle von den SuS analysiert werden. Die gemeinsame Sehne durfte erkannt werden, ebenso
werden die SuS die Unterschiede der drei Dreiecke beschreiben, eventuell auch schon mithilfe
des Umkreismittelpunkts M charakterisieren (vgl. Musterldésung).
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Falls die SuS dabei noch nicht dynamisch argumentieren, sollte diese
Sicht erganzt werden. In der Weiterfiihrungsphase kénnten
Vorstellungsiibungen ("Kopfgeometrie") mit den Bildern a), e) und f) chlE
durchgefuhrt werden. Nach diesem mentalen Zugang kdnnte dann auch
das Applet M9geo03 Punkt wandert.ggb (vgl. Screenshot rechts)
eingesetzt werden, um die "Ortskurvenvorstellung" einer Wanderung des B
Punktes C auf der Kreislinie zu unterstitzen und die drei statischen A

Situationen bei a), e) und f) als "Momentaufnahmen" zu verstehen.

Im c)-Teil wird dann der Blick geweitet und mit der Fokussierung auf Kreisbogen eine zentrale
Vorstellung im Kontext der Kreislehre angesprochen. Die SuS kdnnen im Rahmen dieser
Umkehraufgabe selbst bestatigen, dass jede Sehne den Kreis in zwei Sektoren teilt bzw. die
Kreislinie (den Kreisrand) in zwei komplementare Kreisbogen (Bogen b und "Restbogen” b‘). Um
es Ubersichtlich zu halten, werden die beiden Félle bei der Bearbeitung durch die SuS im g) und
h)-Teil noch getrennt behandelt, danach aber im Plenum zusammengefuhrt und ggf. gesichert:

Komplementéare Kreisbogen — mogliches Tafelbild
Jede Sehne teilt den Vollkreis in zwei komplementare Bogen:

b C Perspektiv- C c C
wechsel
- B
A B "Kopfstand" A B
"Figur drehen" A B
b "Kreis umrunden” = b b
C

Komplementar- Bogen "UOber" dem beide Bogen "Ober" dem
bogen b und b* kirzeren Bogen gleichlang l&ngeren Bogen
Sehne und Durchmesser d AB <d AB =d AB <d
Umfangswinkel ¢ ¢<90° ¢=90° ®>90°
Mittelpunktswinkel y n<180° u=180° u>180°
Sehnentangentenwinkel € €<90° €=90° £>90°

Eine wichtige Kompetenz ist die Vorstellung des "Umrundens" des Kreises vor dem inneren
geistigen Auge bzw. der Perspektivwechsel, bei dem man sich vorstellt, wie die Situation aus
dem Blickwinkel bestimmter Punkte aussieht. Diese Hurde ist nicht zu unterschatzen und sollte
deshalb im Anschluss an Aufgabe 2) thematisiert werden. Dies liee sich wie hier
vorgeschlagen inhaltlich gut mit der Vorstellung der beiden komplementaren Kreisbogen
verknupfen: Ausgehend von der Prasentation der SuS zu Aufgabe 2¢) kénnte die linke Kreisfigur
an der Tafel entwickelt und interpretiert werden. Unter Umstanden ist das bereits ausreichend
und man geht direkt zur Ubungsaufgabe 3 tiber.

Méchte man an dieser Stelle ausfiihrlicher vorgehen und die oben dargestellte Ubersicht
entwickeln, kdnnte man die grine Teilfigur im linken Bild "auf den Kopf stellen" bzw. um den
Kreismittelpunkt drehen, eben die Perspektive wechseln, um zur Situation rechts aufden zu
kommen (Hinweis: Der Scheitel des Umfangswinkels wurde dort nicht mit C* bezeichnet, wie
dies bei der griinen Figur der Fall ist).
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Falls die Tabellenzeilen unter den Bildern eingebunden werden, bietet es sich an, dann auch die
Grafiken schrittweise zu erweitern. Zu jeder neu hinzukommenden Zeile wiirde die jeweilige
GroRe in der Skizze erganzt, so dass sich am Ende folgendes Bild der 1. Zeile ergébe:

Perspektiv-
wechsel
—
A B "Kopfstand"
b "Figur drehen"
"Kreis umrunden"

Die drei Bilder rechts zeigen Momentaufnahmen maoglicher Lagen

der Sehne AB in den drei Fallen ¢<90°, $=90° und ¢>90°. Wandernde Sehne

/| sehne aB
Hierbei sollte man darauf achten, dass dies nicht mit den drei Fallen /| Umfangswinke! < 90°
aus dem b)-Teil verwechselt wird. Wahrend im b)-Teil die Lage des /| Mittelpunkiswinkel < 180°
Punktes C iiber der fixierten Sehne AB variiert wurde, wanderte hier ___| Sehnentangentenwinkel
im c)-Teil gewissermallen die Sehne durch den Kreis. Fur jede Der Kreishogen AB ist blau gefarbt,

dieser "Wanderungen" wurde ein eigenes Applet zur dynamischen
Visualisierung erstellt.**

Das Applet M9geo03 Punkt wandert.ggb wurde bei den
Erlauterungen zur 2. Stunde bereits vorgestellt, ein Screenshot des
Applets M9geo03 Sehne wandert.ggb ist rechts zu sehen.
Nach dem Start der Animation durchwandert die Sehne (in
horizontaler Lage) den Kreis von oben nach unten und zurck,
wobei die verschiedenen Kreiswinkel jederzeit ein- und
ausgeblendet werden kénnen. Die Datei eignet sich daher auch, um
Abhangigkeiten der GréRen untereinander zu visualisieren, [‘stan |
beispielsweise nur den Zusammenhang zwischen den Punkten A
und B und dem zugehdérigen Kreisbogen AB (abhangig von der Orientierung).

3) Winkelsuche

Diese Aufgabe bietet eine Ubung zur Bestimmung von Winkeln, bei der erneut die
Begrindungsbasis fur den Beweis des MWS aktiviert wird, der in der Folgestunde auf dem
Programm steht. Zur Einstimmung kann man nochmals kurz auf die drei Bilder in 2a), e) und f)
eingehen und die beiden Teilaufgaben diesen Fallen zuordnen lassen. In beiden Teilaufgaben
sind die gegebenen Winkel so gewahlt, dass die SuS neben dem Basiswinkelsatz die Teilwinkel
@+ und @, bendtigen, deren Winkelsumme (im a)-Teil) bzw. Winkeldifferenz (im b)-Teil) zum Ziel
fihrt. Zur Unterstitzung kann ggf. die Hilfsstrecke MC oder der Hinweis auf gleichschenklige
Dreiecke ins Spiel gebracht werden, falls die SuS hier nicht von alleine zurecht kommen sollten.

4) Kreiswinkel farben

Aufgabe 4 kdnnte zur Abrundung der Stunde oder als Hausaufgabe eingesetzt werden.

Das Farben der vorgegebenen Winkel mit nur zwei Farben lenkt den Fokus auf Winkel mit
gleicher Weite. Gleichzeitig geht auch hier wieder der notwendige Perspektivwechsel ein, da
man die Situation sowohl aus der Perspektive von C als auch aus der von C* betrachten wird,
um die Zusammenhange zu erfassen. Dies kdnnte man bei der Besprechung ggf. visualisieren,
indem man die beiden Kreisbogen noch in passender Farbe zu ihren Umfangswinkeln farben

13 Abrufbar im GeoGebra-Buch zur Einheit unter https.//ggbm.at/k7u4ab9v.
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Iasst. Falls ein Visualizer vorhanden sein sollte, kann man den Perspektivwechsel auch durch
die Drehung des ganzen Blattes fiir alle gut sichtbar machen.

Die Aufgabe ermdglicht letzten Endes einen ganzheitlichen Uberblick zu den Winkeln am Kreis.
Dieser wird im b)-Teil dadurch vertieft, dass bei den neu hinzukommenden Nebenwinkeln am
Scheitel der Umfangswinkel zusatzlich mit dem AuRenwinkelsatz argumentiert werden kann.
In der Reflexion kénnte so u.a. festgehalten werden, dass sich die Umfangswinkel auf
gegenlberliegenden Seiten einer Sehne zu 180° erganzen.

5) Mit Kreiswinkeln rechnen

Hier wurden weitere Ubungsaufgaben zur Winkelberechnung zusammengestellt, bei denen die
SuS ihre Rechenschritte begriinden missen und so neben den bekannten Satzen (Satz des
Thales, BWS, AWS, WS) auch schon die neu formulierten Satze (UMS, MWS, STWS)
anwenden. Dabei wurde wieder gefordert, zu ausgewahlten Teilaufgaben alternative Wege zu
suchen und zu begrinden, um neue Inhalte mdglichst gut mit Bekanntem zu vernetzen. Bei den
Musterldsungen wurde auch darauf geachtet, mehrere Wege zu dokumentieren.

Die Aufgabe eignet sich auch als Hausaufgabe.

6) Tangentenschnitt

Die letzte Ubungsaufgabe greift den Kontext zweier Kreistangenten auf. Die symmetrische Lage
zur Zentrale durch Kreismittelpunkt und Tangentenschnittpunkt kann durch die Betrachtung der
Kreiswinkel nun aus einem neuen Blickwinkel erkundet werden. Die Anwendung der
Kreiswinkelsatze sorgt dabei fur Klarheit in der Argumentation und kann als echter Gewinn erlebt
werden.

Durch die Suche nach einem alternativen L6sungsweg werden die Wege Uber den MWS und
den STWS bericksichtigt. Die Aufgabe bietet damit auch die Gelegenheit, die Kreiswinkelsatze
mit bekanntem Stoff zu vernetzen, insbesondere mit den Winkelsummen im Drei- und Viereck.

Sie wurde zur (moderaten) Differenzierung nach oben eingebunden, daher auch allgemein
gestellt, ohne konkrete Winkelangaben. Man kann den Umfangswinkel z.B. durch die konkrete
Angabe 80° ersetzen, falls eine einfachere Bestimmungsaufgabe sinnvoller sein sollte.
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4. Stunde: Kreiswinkelsatze beweisen

Maoglicher Ablauf, Inhalte

Hinweise

» Prasentation der Hausaufgaben durch SuS

» Einstimmende Voriiberlegungen zum Peripheriewinkelsatz
In der Motivationsphase werden UWS, MWS und STWS im

Gesamtzusammenhang betrachtet. Die bisher behandelten
Inhalte werden aktiviert und die Struktur des Beweisgangs
erlautert. Die erforderlichen Fallunterscheidungen beim Beweis
des MWS kdnnen mit einem Applet visualisiert werden
(M9geo04 Dreiecke Wandern.ggb), vgl. Erlduterungen
Schritt 1: Beweis des MWS, (AB4, Nr. 1)
» Auftrag 1a+b als "Warmup": a) Fall 3) als Spezialfall Satz des
Thales erkennen; b) Fall 1.2) begriinden (z.B. mit AWS)
— Présentation von SuS, ggf. Ergdnzung
in der WeiterflUhrungsphase die Bearbeitung arbeitsteilig
organisieren (in PA), so dass beide Falle (evtl. im Rahmen der
Binnendifferenzierung) bearbeitet werden (Fall 1.3) ist wegen
der betrachteten Winkeldifferenzen etwas schwieriger als 1.1))
» Auftrag 1c: Entweder Fall 1.3 oder 1.1 begrinden, PA
Zweispaltenbeweis nach Vorgabe entwickeln
— Présentation von SuS, ggf. Ergédnzung
» Auftrag 1d)+e), evtl. auch im Unterrichtsgesprach:
Argumentation von Fall 1 auf Fall 2 Gibertragen;
e) zur Differenzierung als Zusatzauftrag
— Présentation von SuS, ggf. Ergdnzung
— Ruckblick zum Beweis des MWS
Schritt 2: Beweis des UWS und STWS: (AB4, Nr.2)
» Auftrag 2a) , zum UWS, evtl. auch im Unterrichtsgesprach
— Préasentation durch SuS, ggf Ergédnzung

» Auftrag 2b): Beweis STWS (Fall 1 genugt, Fall 2 zur
Differenzierung an schnelle und gute SuS vergeben)

— Présentation durch SuS, ggf Ergénzung

» Zusammenfassung zum Peripheriewinkelsatz
Reflexion; Satze "feiern", ggf. Ausblick auf Anwendungen

» Puffer: AB4, Nr. 3 (Alternative Beweisvariante)
oder  AB4, Nr. 5 (Fasskreisbogen einfiihren)

» Stellen der Hausaufgabe (z.B. Nr. 4)

Material:
M9geo02 KWS beweisen.odt

Binnendifferenzierung durch
auftragsgesteuerte Erarbeitung,
auch Differenzierung nach Niveau

 Es gibt keine einheitliche Definition

der Kreiswinkelsatze in der Literatur.
Der Begriff "Peripheriewinkelsatz" soll
die drei Teilsatze umfassen und die
ganzheiltiche Sicht betonen, vgl. Kap.
"Grundsatzliches zur Konzeption"

In der Stunde wird das Prinzip der
Zweispaltenbeweise verwendet, ggf.
kann man hier auch das "2-Wachter-
Modell" zur Strukturierung des
Vorgehens beim Beweisen einsetzen,
vgl. Erlduterungen

Das Minimalziel (Beweis des MWS +
UWS) dirfte sicher erreicht werden.
Gegen Stundenende kann auf den
Verlauf reagiert werden, es stehen
ausreichend Anschluss- und
Pufferaufgaben zur Verfliigung.

Die optionale Beweisvariante (AB4,
Nr. 3: "Zuruckgefuhrt") kann genutzt
werden, um das Prinzip der
Ruckfuhrung auf bewiesene Falle zu
thematisieren, ggf. auch als Auftrag
zur Differenzierung

Konstruktion des Fasskreises als
optionales Beispiel zur Navigation:
Das "Ruckwartseinschneiden" als
motivierende Anwendung der
Kreiswinkelsatze - auch spater als
Anknupfungspunkt geeignet

Erlauterungen

14 Vgl. [SCHE], 2007, S. 39

In dieser Stunde erarbeiten die SuS die Begriindung der Kreiswinkelsatze. Um die ganzheitliche
Sicht zu betonen werden diese Satze unter dem Dach des Peripheriewinkelsatzes
zusammengefasst. Die gewahlte Formulierung lehnt sich an die Fassung von Scheid / Schwarz
an', verwendet aber die in der Einheit eingefiihrten Fachbegriffe. Durch die Formulierung mit
Bezug zum Kreisbogen liegt der Satz in einer klaren, fur die SuS gut nachvollziehbaren Fassung
vor, die zudem in den beiden vorangegangenen Stunden vorentlastet wurde und daher keine
Probleme bereiten sollte. Gleiches trifft auf den Beweisgang zu, der im Mittelpunkt der Stunde
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steht. Zunachst wird der MWS mit den nétigen Fallunterscheidungen bewiesen, und aus ihm
anschlielend UWS und STWS gefolgert.

In der Literatur wird der Mittelpunktswinkelsatz oft nur fir den Fall ¢<90° bewiesen und die
anderen Falle >90° sowie ¢=90° als Ubungsaufgaben ausgelagert. Ebenso werden fiir den Fall
@<90° nicht immer alle Unterfalle berlcksichtigt. Ein solches Vorgehen ist prinzipiell auch hier
denkbar und mit kleineren Modifikationen der Arbeitsblatter realisierbar. Andererseits erscheint
es sinnvoll, diesen Beweis mit den nétigen Fallunterscheidungen ganzheitlich zu erarbeiten, um
ein moglichst nachhaltiges Verstandnis auszubilden. Durch die gezielte Vorentlastung der
Beweisstruktur und der inhaltlichen Uberlegungen ist dies moglich, ohne die SuS zu tiberfodern.
Da in der Regel 45 min zur Verfigung stehen werden, wurde ein vorstrukturiertes Arbeitsblatt
erstellt, das methodisch flexibel einsetzbar ist.

Bei dessen Konzeption wurde das Prinzip der Zweispaltenbeweise aufgegriffen, das bereits im
Eingangskapitel naher erlautert wurde. Die beiden dort vorgestellten Wachterfragen "Was bringt
mir das?" bzw. "Darf ich das?" fuhren zur Hinterfragung und Begriindung der Beweisschritte, die
dann Ubersichtlich in der 1. Spalte dokumentiert und in der zweiten Spalten begriindet werden
kénnen. Dieses Prinzip kdnnte nach dem Beweis der Kreiswinkelsatze aufgegriffen und
reflektiert werden, damit die SuS es bei der Anwendung der Kreiswinkelsatze in den folgenden
beiden Stunden bewusst erproben kénnen.

Fur die Abrundung der Stunde sind verschiedene Varianten denkbar, die nun bei der
Erlduterungen zu den einzelnen Aufgaben des Arbeitsblattes ausgefuhrt werden.

Motivationsphase — Uberblick zu den Fallunterscheidungen

In der Einfihrungsphase werden die drei Teilsatze zunachst noch einmal in
Erinnerung gerufen. Dazu kann das Arbeitsblatt 1 ausgeteilt und der Satz
gelesen werden, begleitet durch eine passende Tafelskizze, die die ganze
Stunde Uber sichtbar bleiben sollte (3hnlich wie rechts zu sehen).

Die nétigen Fallunterscheidungen sollten dann ganzheitlich motiviert werden,
damit sie nicht als einzelne getrennte Falle wahrgenommen werden, sondern
auch im Zusammenhang gesehen werden. Dies kann mithilfe des Arbeitsblattes durch die
abgebildeten statischen Skizzen (Momentaufnahmen der "Punkt- und Sehnenwanderungen")
erfolgen, deren Ubergange verbal erlautert werden:

AN

1) ¢<90° 2) 9>90°
1.1) Minnerhalb AABC | 1-2)Mliegtauf AC | 4 3y 1 5 perhalb AABC| M auRerhalb AABC
(oder auf BC)

Auf dem Arbeitsblatt wurde der Fall 3) ¢=90° nicht als Grafik eingebunden, da der Spezialfall
"Satz des Thales" im a)-Teil von den SuS eigenstandig erkannt und erlautert werden soll.

DGO Grund (Mai 2019) 25/46 IMP



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/

GEOMETRIE &

Falls ein Beamer mit PC (oder Smartphone) zur Verfigung stehen, kénnten diese Falle auch mit
dem Applet M9geo04 Dreiecke wandern.ggb visualisiert werden. Dabei kann der
inhaltliche Zusammenhang der relevanten Winkelsumme @=¢++¢, (bei Fall 1.1 und 2) und
Winkeldifferenz @=@.—¢- (bei Fall 1.3)) geklart und vorentlastet werden. Die Ubertragung auf den
Mittelpunktswinkel p=p1+p. (im Fall 1.1) bzw. p=p,—p+ (im Fall 1.3) erfolgt dann bei der
Beweisflihrung. Das Applet wurde speziell fir diese einleitende Motivationsphase konzipiert, u.a.
sind Schaltflachen implementiert, mit denen man exemplarische Situationen zu jedem der flnf
Falle aufrufen kann. Da neben diesen voreingestellten "Momentaufnahmen" auch alle anderen
Situationen direkt Verandern der Punkte A, B und C eingestellt werden kénnen, eignet sich das
Applet sicher auch in anderen Phasen der Einheit. Es kann auch von den SuS zu Hause am PC
oder mit dem Smartphone verwendet werden. Hier sind ausgewahlte Screenshots zu sehen, um
einen ersten Eindruck zu erhalten:

Wandernde Dreiecke Wandernde Dreiecke Wandernde Dreiecke
Der Punkt C bewegt sich auf dem Kreis. Der Punkt C bewegt sich auf dem Kreis. Der Punkt C bewegt sich auf dem Kreis.
Unten kann man zu jedem der Félle ein Unten kann man zu jedem der Falle ein Unten kann man zu jedem der Falle ein
stellvertretendes Beispiel aufrufen. stellvertretendes Beispiel aufrufen. stellvertretendes Beispiel aufrufen.
" Start ‘ ‘ Start ‘ ¢ ‘ Start ‘

B A 8
8 ' \_/ A B
Randwinkel ¢ D Weitere Winkel Randwinkel @ Weitere Winkel Randwinkel ¢ Weitere Winkel

1) 9<90°  2)>90°  3) ¢=90° 1) 9<90°  2) ¢>90°  3) p=90° 1) 9<90°  2) >90°  3) p=90°

11 12 13 11 12 13

Fall 1: "spitzer" Umfangswinkel Fall 1.1: Winkelsumme Fall 1.3: Winkeldifferenz

Vorschlag zur Umsetzung:

Man kdnnte in der Motivationsphase z.B. zunachst die drei Falle 1), 2) und 3) zur
Unterscheidung von spitzen, rechten und stumpfen Umfangswinkeln statisch aufrufen und
erlautern lassen. Anschlieend lieen sich die drei Unterfalle 1.1) bis 1.3) als
Momentaufnahmen einblenden und durch die Lage des Mittelpunkts in Bezug zum Dreieck ABC
charakterisieren. Danach bietet es sich an, den Punkt C wandern zu lassen und in der
dynamischen Betrachtung die ganzheitliche Sicht auf die Falle zu motivieren.

Im zweiten Teil der Einfihrung ware eine inhaltliche Vorentlastung maoglich, indem man die
Basiswinkel der fiir den Beweis relevanten Dreiecke einblendet und den Aspekt der
Winkelsummen (bei Fall 1.1) bzw. Winkeldifferenzen (bei 1.3) in den Fokus ruckt. Dies konnte
auch in der Weiterfuhrungsphase nach Auftrag 1a)+b) erfolgen, unmittelbar vor Auftrag 1c).

Eventuell wird man auch schon den Fall ansprechen, dass der Mittelpunkt M auf der Seite BC
liegt, der auf dem Arbeitsblatt in der Kopfzeile der Tabelle zwar kurz erwahnt, aber nicht explizit
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thematisiert wird. Mit Symmetrieliberlegungen (zur Mittelsenkrechten von AB) I4sst er sich auf
den Fall 1.3) zurlckfihren.

Diese fur den Gesamtzusammenhang wichtige Motivationsphase wird im konkreten Unterricht
nur wenige Minuten in Anspruch nehmen. Im Zentrum der Stunde steht der Beweis des MWS.

6) Mittelpunktswinkelsatz (MWS)

Fir die Beweisfihrung des MWS sind verschiedene methodische Umsetzungen denkbar, so dass
letztlich ein fir die jeweilige Lerngruppe stimmiger Wechsel von Instruktions- und
Konstruktionsphasen entsteht. Eine mogliche Vorgehensweise wurde oben im Verlaufsplan
skizziert. Die einzelnen Phasen lassen sich dabei in Reihenfolge und Umfang anpassen.

Auch inhaltlich 14sst sich der Beweisgang variieren. Eine Ubersicht zu gangigen alternativen
Beweisansatzen wurde im Eingangskapitel eingebunden und kann Anregungen zu
Modifikationen des Arbeitsblattes geben oder als Ausgangsbasis fur differenzierende
Zusatzauftrage dienen. Der geplante Ablauf muss hier nicht weiter erlautert werden.

Abschlieend soll noch auf eine kleine Beweislliicke aufmerksam gemacht werden, die man ggf.
im Unterricht ansprechen und schliefden kann. Bei Fall 1.3) wurde auf dem Arbeitsblatt darauf
verzichtet, genauer zu unterscheiden, wo der Umkreismittelpunkt auferhalb des Dreiecks ABC
liegt. Bei Einsatz des oben erwahnten Applets kdnnte dies im Unterricht aber durchaus
thematisiert werden. Hierbei lieRe sich die Lage von M z.B. wiefolgt mithilfe der Seitenlangen des
Dreiecks ABC charakterisieren:

Fall 1.3): ¢<90° und M aulRerhalb des Dreiecks

Fall 1.3a): AC<BC Fall 1.3b): AC>BC
BC ist langste Seite im AABC |AC ist langste Seite im AABC

In den Winkeldifferenzen zu 1.3a
s und 1.3b) tauschen Minuend und
Subtrahend ihre Rollen, was im
Unterricht bei Bedarf durch
Symmetrieuberlegungen erlautert
werden kann (Spiegelung an der
Mittelsenkrechten der Sehne AB).

-~
~

.

-

ci i

-
il Te—
-
- ==

Falls der Beweis des MWS mehr Zeit in Anspruch nehmen sollte, bietet es sich an, Aufgabe 2) in
die nachfolgende Stunde zu verschieben und statt dessen mit Aufgabe 4)a) zur Abrundung
einzusetzen.

7) Umfangswinkelsatz (UWS) und Sehnentangentenwinkelsatz (STWS)

Im Gesamtablauf erschien es sinnvoll, die unterstutzenden Tipps im a) und b)-Teil gleich auf dem
Arbeitsblatt einzubinden. Sie kénnen auch geldscht und im Unterrichtsverlauf flexibel zur
Steuerung eingesetzt werden. Dies ist vor allem dann sinnvoll, wenn den SuS mehr Raum fiir die
eigenstandige Erarbeitung eingerdumt werden soll.

Je nach Verlauf kann im a)-Teil die kurze Argumentation zum Beweis des UMS auch gemeinsam
entwickelt werden. Auf jeden Fall erscheint es wichtig, dass die SuS erkennen, dass der UWS
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quasi als Nebenprodukt des MWS direkt "abfallt" und nicht aufwendig bewiesen werden muss.
In der Literatur werden UWS und MWS daher i.d.R. in einem Satz zusammengefasst, der dann
entweder als Umfangswinkelsatz oder Mittelpunktswinkelsatz oder auch "Umfangs- und
Mittelpunktswinkelsatz" bezeichnet wird. Die Trennung der beiden Satze ist aus Griinden der
Ubersichtlichkeit fur die SuS sinnvoll und daher auch im Bildungsplan vorgegeben.

Fur den Beweis des STWS im b)-Teil wird die Bearbeitung des Falles 1) ¢<90° fur den Grofteil
der Lerngruppe ausreichen. Der Fall 2) ¢>90° ist wegen des Uberstumpfen Mittelpunktswinkels
anspruchsvoller und kénnte ggf. zur Binnendifferenzierung herangezogen oder gemeinsam im
Plenum bearbeitet werden. Im Rahmen einer differenzierenden Hausaufgabe kdnnte man den
SuS auch die Wahl zwischen a) und b)-Teil lassen.

Im b)-Teil wird von den SuS verlangt, einen Zweispaltenbeweis eigenstandig im Heft zu fihren,
den sie dann mit der Musterldsung abgleichen kénnen. Dabei steht nattrlich die Kompetenz der
Dokumentation von Beweisen im Fokus. Dies sollte daher auch in der Reflexion angesprochen
werden, um den SuS bewusst zu machen, dass ein solches Vorgehen ein tragfahiges
Grundgerust fur die erfolgreiche Bearbeitung weiterer Beweisaufgaben liefern kann.

8) Zuriickgefiihrt

Optional kann Aufgabe 3 zur Vertiefung oder als Beweisalternative herangezogen werden.
Eventuell wird man dann auch in Aufgabe 1 auf den rechten Zweispaltenbeweis verzichten, um
diese Beweisphase zu entlasten. Der Fall 1.3) wird dann mit Aufgabe 3 auf den Fall 1.1)
zurtckfihrt. Aus didaktischer Sicht besteht der Mehrwert darin, dass man exemplarisch das
wichtige Beweisprinzip der Zuruckfihrung auf bekannte Falle in den Blick nehmen konnte.

Als weitere Anwendung dieses Prinzips bietet sich die eingangs beschriebene Beweisidee Nr. 6
an, mit der man sehr elegant den zentralen Fall 1.1 auf den Fall 1.2 zurtckfihren kann.

9) Winkel gesucht

Diese Aufgabe wurde als Ubungsaufgabe konzipiert. Der a)-Teil ist ganzheitlich angelegt, damit in
einer Ubersichtlichen Figur alle drei Kreiswinkelsatze einbezogen werden kénnen.

Der b)-Teil ist etwas unibersichtlicher und bietet daher eine gesteigerte Herausforderung, bei der
sich verschiedene Losungswege entwickeln und deren Beziehungen aufzeigen lassen.

In der Musterldsung wurde die Begrindungen in Anlehnung an das Prinzip der
Zweispaltenbeweise in Klammern angegeben.

10)Fasskreisbogen konstruieren

Nach dem Schwerpunkt des Argumentierens und Beweisens ermdglicht diese Aufgabe einen
Wechsel zu praktisch orientierten Téatigkeiten. Die Konstruktion von Fasskreisen' oder
Fasskreisbogen greift dabei eine wichtige Anwendung des Peripheriewinkelsatzes im Bereich der
Dreieckskonstruktionen auf und fuhrt direkt zum "Rickwartseinschneiden”, einem
Konstruktionsverfahren, das friher im Rahmen der Navigation eine wichtige Rolle spielte und in
Aufgabe 6 in einer eingekleideten Aufgabe eingebunden wurde.

Die Vorgabe der Konstruktionen im a)-Teil ermoglicht einen praktischen Einstieg und sollte einen
zeiteffizienten Zugang garantieren. Andererseits wird durch die notwendige Analyse aber auch
das Verstandnis der Zusammenhange gescharft. Als Zusatzaufgabe kénnte man im Rahmen
differenzierender Auftrage daruber hinaus auch die Begriindung einfordern, warum beide
Konstruktionsvarianten tatsachlich einen passenden Fasskreisbogen liefern.

15 Vgl. [SCHE], 2007, S. 40
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Bei i) sollten die SuS dazu folgende Aspekte nennen kénnen: -

- der gesuchte Kreismittelpunkt liegt auf der Mittelsenkrechten mas der Sehne AB,

- die zu @ gehorige Tangente t schneidet die Sehne unter dem Winkel e=¢ (STWS),

- der gesuchte Kreismittelpunkt M liegt auf der Orthogonalen n zu t durch A (A ist Berthrpunkt),
- M ergibt sich daher als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten mag und der Orthogonalen n.

Bei ii) konnten folgende Aspekte genannt werden:

- die Mittelsenkrechte mas zu AB halbiert den zugehérigen Mittelpunktswinkel (Symmetrie)
- der halbe Mittelpunktswinkel bei M ist so grof wie der Umfangswinkel ¢ (MWS),

- tragt man ¢ im Mittelpunkt M an mag geeignet ab, so geht der freie Schenkel s durch A,

- da man M nicht kennt, tragt man den Winkel in einem beliebigen Punkt von mag ab,

- die Parallele p zum freien Schenkel s durch A enthalt den Mittelpunkt M,

- M findet man als Schnittpunkt der Parallelen p mit der Mittelsenkrechten mag.

Mbglicher Hinweis mit Tafelskizze:

Falls bei der Konstruktion der Winkel ¢ in falscher Orientierung abgetragen wird, gelangt man
zwangslaufig zum Fasskreisbogenpaar von ¢ zur Sehne AB: Dies kénnte in die Definition des
Fasskreisbogenpaars minden.

Fasskreisbogenpaar

Die Scheitel aller Winkel mit gegebener Weite ¢, deren
Schenkel durch zwei Punkte A und B gehen, liegen auf dem
Fasskreisbogenpaar tber der Strecke AB, das alle Umfangs-
winkel der Weite ¢ umfasst. Wegen der Achsensymmetrie
erhalt man M‘ durch Spiegelung von M an AB.

11) Kurs Sid-West

Diese Aufgabe zeigt die praktische Anwendung der Kreiswinkelsatze im Bereich der Navigation.
Vom Boot aus wahlt man sich drei Bezugspunkte an Land, deren Abstand man aus einer Karte
ermitteln kann. Durch Rickwartseinschneiden wird dann nach einer zweifachen Winkelpeilung
die genaue Position des Bootes als Schnittpunkt zweier Fasskreisbogen konstruiert.

In dlteren Lehrwerken waren solche Aufgaben standardmafig eingebunden. Die Einkleidung der
zugrundliegenden Aufgabe' geht dabei auf eine Anregung von Dérte Haftendorn zuriick."
Reizvoll ist hier sicherlich auch der Exkurs zur Definition einer Seemeile bzw. zum Verstandnis
der Geschwindigkeitseinheit "Knoten".

Als weitere Anwendungen der Fasskreiskonstruktion kénnten beliebige Aufgaben zu Seh- oder
Beleuchtungswinkeln aufgegriffen werden. Als Anregung wird hier abschlief3end die in der
Funote unten genannte Aufgabe 16 exemplarisch aufgefihrt:

Eine 18m breite Hausfront soll bei voller Lichtausniitzung von einem
gegentberliegenden Gebédude aus durch einen Scheinwerfer angestrahlt
werden. Der Lichtkegel des Scheinwerfers hat einen Offnungswinkel von 40°
und der Abstand der beiden Gebédude betrdgt ca. 20m.

Zeichne eine Draufsicht im Maf3stab 1:400.

16 Vgl. [SCHW], 1981, S. 90. Dort finden sich z.B. in den Aufgaben 12 oder 16 weitere Anwendungen des
Rickwartseinschneidens. Aufgabe 12 findet sich bereits in der Fassung von 1948 (!) auf S. 80f.

17 Vgl. Handreichung von Prof. Dérte Haftendorn auf ihrer Materialseite unter http://haftendorn.uni-
lueneburg.de/mathe-lehramt/geo/geo-aufgaben/Is-aufgaben-80-81-96-97.pdf , abgerufen am 21.4.19
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Kreiswinkelsatze anwenden — Weitere Beweise

s

5. Stunde: KWS anwenden (l) - Sehnen- und Tangentenvierecke

Maoglicher Ablauf, Inhalte

Hinweise

» Prasentation der Hausaufgaben durch SuS

* Kurze Einfihrung im Plenum
Definition eines Sehnen- und Tangentenvierecks motivieren

Abgrenzung von allgemeinen Vierecken (vgl. Erlauterungen)
Austeilen des Arbeitsblattes und Lesen der Definition, danach
eigenstandige offen angelegte Erkundungsphase

» Auftrag 1: (AB5, Aufgabe 1, ggf. mit Anleitung fir GeoGebra)
Komplette Aufgabe 1 in Partnerarbeit am PC:
1a) Winkelsatz fiir Sehnenvierecke erkunden
1b) Langensatz fur Tangentenvierecke erkunden
1c) Beweisideen entwickeln
SuS erstellen und erweitern die Erkundungsumgebung nach
Anleitung und notieren jeweils ihre Vermutungen
— Présentation von SuS: Vermutungen und erste Beweisideen
In der Weiterfihrungsphase werden dann evil. weitere Tipps
gegeben oder Strategien erganzt, bevor die SuS zu zweit oder
in Kleingruppen an das Ausformulieren der Beweise gehen.

» Auftrag 2: (AB5, Aufgaben 3 und/oder 4)
2a) oder b): Beweise zu einem der beiden oder zu beiden
Satzen werden als vorstrukturierte Zweispaltenbeweise gefiihrt.
— Présentation von SuS:
Gegen Stundenende flexible Steuerung der Prasentationsphase
in Umfang und Intensitat, ggf. auf Folgestunde verschieben
oder Ausformulierung als Hausaufgabe stellen.

» Reflexion zu einem oder beiden Beweisgangen, Erkenntnise
» Stellen der Hausaufgaben aus Fundus (z.B. 5 und 8)

* Material:
M9geo(05 KWS anwenden I.odt

» Binnendifferenzierung durch
auftragsgesteuerte Erarbeitung

» Auftrag 1 kann auch mit vorgefertigten
Applets auf den Endgeraten der SuS
(oder am PC) bearbeitet werden. Die
Applets stehen im GeoGebra-Buch fir
SuS zu dieser Einheit zur Verfligung.'®

* Das Finden von ersten Beweisideen
bei 1c¢) hat Vorrang vor dem
Zusatzauftrag am Ende der Anleitung.
Dieser kann unten abgetrennt und
ggf. spater gestellt werden.

» Beim Beweis des Langensatzes fur
Tangentenvierecke in Aufgabe 4
wurde bereits eine weitgehend
vollstandige Beweisfigur vorgegeben,
um einheitliche Bezeichnungen zu
gewahrleisten. Diese sollte ggf.
ersetzt werden.

» Aufgabe 8 dient der Einstimmung auf
die Ahnlichkeitssatze am Kreis, die in
Stunde 6 behandelt werden kénnen
und vertiefte Einsichten ermdglichen.

« Alternative Aufgaben stehen im
Fundus zur Verfiigung.

Erlauterungen

In den beiden letzten Stunden der Einheit sollen die Kreiswinkelsatze in verschiedenen
Zusammenhangen angewendet werden. Insbesondere sollen nach Vorgabe des Bildungsplans
"geometrische Zusammenhange (zum Beispiel Satz vom Sehnenviereck) unter Verwendung
bereits bekannter Satze sowie der Winkelsatze am Kreis bestimmt, begriindet und bewiesen"
werden, auch mit Dynamischer Geometriesoftware (zitiert nach BP IMP, 3.2.2.2. (2)).

Die Vorgaben lassen dabei viel Freiraum flur die konkrete Umsetzung. Daher konnen Sie die
Aufgaben der Arbeitsblatter der 5. und 6. Stunde als Gesamtangebot betrachten und bei der
Auswabhl fir den Unterricht Schwerpunkte setzen, so dass es zeitlich und inhaltlich fir die

Situation vor Ort angemessen ist.

Der vorliegende Umsetzungsvorschlag geht von der Behandlung des "Winkelsatzes flr
Sehnenvierecke" in der finften und der Ahnlichkeitssatze am Kreis in der sechsten Stunde aus.
Dabei stehen aber nicht die Kenntnis und Anwendung dieser Satze im Fokus, sondern die
Anwendung der Kreiswinkelsatze bei den Beweisen. Bei optionalen Vertiefungen kann auch der
Mehrwert der neuen Satze in den Blick genommen werden. Anregungen dazu wurden als

Ubungsaufgaben eingebunden.

18 Die Applets sind unter https://ggbm.at/k7u4ab9v abrufbar. Ergadnzende Applets fiir Lehrkrafte findet man
in einem zweiten GeoGebra-Buch unter https://ggbm.at/vz4vt4bw.
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Um in der finften Stunde im Sinne der Binnendifferenzierung vertiefende Einsichten zu
ermoglichen, ohne diese fir alle verpflichtend zu behandeln, wurde die Dualitét (vgl. weiter
unten) zwischen Sehnen- und Tangentenviereck genutzt. So kann neben der Erkundung des
Winkelsatzes fir Sehnenvierecke als méglicher Mehrwert auch der Langensatz fir
Tangentenvierecke entdeckt und bewiesen werden.

Einstieg in die Stunde

Bevor das Arbeitsblatt ausgeteilt wird, bietet es sich an, Sehnenvierecke zunachst von
allgemeinen Vierecken abzugrenzen. Dazu kdnnten die SuS folgende Aussage bewerten:
"Jedes Dreieck besitzt einen Umkreis, bei Vierecken ist dies nicht immer der Fall."
Ausgehend vom Umkreis des Dreiecks ABC kdnnten die
SuS beschreiben, dass flr den vierten Eckpunkt D des
Vierecks ABCD viele Lagen in- und auf3erhalb des
Umkreises maglich sind. Nur wenn D auch wie A,B und C
auf dem Kreisrand liegt, handelt es sich beim Viereck ABCD
um ein Sehnenviereck. Diese Argumentation kénnte durch
die begleitende Entwicklung von Tafelskizzen (siehe rechts)
unterstitzt werden und direkt in die Defintion minden:

Ein Viereck, das einen Umkreis besitzt, wird Sehnenviereck genannt. Entsprechend bezeichnet
man ein Viereck als Tangentenviereck, wenn es einen Inkreis besitzt. Die Defintion des
Tangentenvierecks soll hier aber nicht weiter vertieft oder problematisiert werden.

Auf dem Arbeitsblatt (M9geo05 KWS anwenden I.odt) sind zur Ergebnissicherung dieser
Phase beide Definitionen eingebunden, damit man ziigig mit dem ersten Auftrag beginnen kann.

Hinweis zum Hintergrund der "Dualitat":
Exakte Dualitat liegt nur in der projektiven Geometrie vor, wo das Parallelenaxion nicht gilt.

Den zu einem Satz dualen Satz erhalt man dabei, wenn man im ursprilinglichen Satz die
Formulierungen gemaf der folgenden Ubersicht wechselt:

Punkt <« Gerade
Gerade durch zwei Punkte Schnittpunkt zweier Geraden

So ist beispielsweise der Satz von Pascal dual zum Satz von Brianchon oder der Satz des Ceva
zum Satz des Menelaos. Fur die Schule spielt das in der Regel keine Rolle, hier ist die
abgeschwachte Form der Dualitat in der euklidischen Geometrie interessanter, was am Beispiel
der Sehnen- und Tangentenvirecke kurz erlautert werden soll.™
Man kann sich vorstellen, wie bei dem oben beschriebenen
Wechsel jede Tangente in ihren Berlhrpunkt und die Schnittpunkte
zweier Tangenten in die Geraden durch die beiden zugehdrigen
BerUhrpunkte Ubergehen, die dann das innere Sehnenviereck
begrenzen. Die Streckenlange zwischen zwei
Tangentenschnittpunkten entspricht bei diesem Ubergang dem
Winkel zwischen den beiden zugehoérigen Begrenzungsgeraden.
Problematisch wird das Ganze nur bei parallelen Tangenten. Aber
wenn man diesen Fall auRer Acht lasst, erkennt man die
abgeschwachte Form der Dualitat sofort:

Winkelsatz fiir Sehnenvierecke: a+y=pB+0d
Langensatz fur Tangentenvierecke: p+r=q+s

19 Vgl. auch Fulnote 22 und z.B. die Themenseite Dualitat_(Projektive_Geometie) bei Wikipedia.
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1) Sehnen- und Tangentenvierecke erkunden

Diesen Auftrag sollten die SuS im Idealfall mithilfe eines DGS bearbeiten. Wiinschenswert ware
hierbei (wie auch in der 2. Stunde) die eigenstandige Erstellung der Erkundungsumgebung. Eine
auf den Einsatz von GeoGebra ausgerichtete Anleitung fur die SuS befindet sich auf Seite 2 der
Materialdatei und kdnnte ggf. auf die Rickseite des ersten Arbeitsblattes kopiert werden. Bei
dieser Anleitung wurde zur Differenzierung (und als Zeitpuffer) ein Zusatzauftrag zur Dualitat von
Sehnen- und Tangentenvierecken eingebunden. Dieser sollte zunachst aber abgetrennt werden,
damit er nicht die Suche nach ersten Beweisideen (1c) Uberlagert.

Die SuS kénnen die Erkundungsumgebung entweder in einer Datei schrittweise weiterentwickeln
(wie es in der Anleitung vorgesehen ist) oder fur jede der Erkundungen eine neue Datei anlegen.
Das hangt von der Gesamtausrichtung der Stunde ab. Beim Anlegen einzelner Dateien entfiele
die (fur die SuS ggf. neue) Verwendung der Kontrollkédstchen zum Ausblenden von Objekten,
was sich zeitlich glinstig auswirken kdénnte. AuRerdem wirden die Konstruktionsschritte
mehrmals ausgefuhrt und dadurch eventuell besser verinnerlicht. Andererseits bietet die
Verwendung der Kontrollkastchen einen schénen Bezug zur Einheit "Aussagenlogik und
Graphen", da man hier eine ebenso einfache wie nitzliche Anwendung boolscher Variablen
"sichtbar" erleben kann.

Im Verlaufsplan oben wurde davon ausgegangen, dass die Aufgaben mit der Anleitung in
Partnerarbeit am PC bearbeitet werden und zur Zusammenfihrung der Ergebnisse
Ubergegangen werden kann, sobald alle SuS Auftrag 1a) und einige Aufgabe 1b) bearbeitet
haben, damit eine ausreichende Grundlage fiir die nachfolgenden Beweise vorhanden ist.

Falls die Erstellung der Erkundungsumgebungen nicht von den SuS selbst am PC erfolgen soll,
kénnen auch die vorgefertigten Applets genutzt werden, die im GeoGebra-Buch der Einheit
abrufbar sind. Die Erkundung kénnte dann auch arbeitsteilig erfolgen, da alle Applets sofort zu
Beginn zur Verfugung stehen.

IMPS geo IMPS geo H s IMPa ge’p"‘_

- i 7 Langen im:;I'an enter-iviereck s
Winkel im Sehnenviereck . e : Selhinen- und Tangentenvierecke

Bewege einen ;éier Beruhrpu:mkte ABCD.

Bewege einen Eckpunkt und beobachte Becbachte die’ Saitenlangenides Tangenten- Bewege de Berthrpunkte, um zu unter-
die Winkel. Notiere deine Yermutungen vierecks EFGH, notiere deiné Yermutungen suchéj,n. welche Tangentenvierecke (rot)

und versuche sie zu begrunden. und versuche Sie zu begrinde. entstéhen, wenn das Sehnenviereck (blau)
] : ein Quadrat, Rethteck, Drachenviereck
oder g]eichschenKii‘ges Trapezist

M9geo05 E1 SV web.ggb M9geo05 E1 TV web.ggb MS9geo05 SVundTV_web.ggb
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2) Vermutungen

Dieser Abschnitt wurde eingebunden, damit die SuS einen klar definierten Rahmen vorfinden.
Die Vermutungen sollen durch die schriftliche Fixierung prazisiert und gebtindelt werden.

In der im Anschluss erforderlichen Zusammenfiihrungsphase werden die Vermutungen der SuS
und erste Beweisansatze prasentiert und ggf. erganzt, so dass die grundsatzliche
Beweisstrategie bekannt sein sollte, bevor es an die Ausarbeitung der Details geht.

Fir das Sehnenviereck durften keine Probleme zu erwarten sein, beim Tangentenviereck wird
dies eher der Fall sein, so dass man hier méglicherweise noch einige Tipps erganzen wird.
Aus diesem Grund wurde flr hier auch eine ausfihrlichere Beweisfigur vorgegeben.

Bevor die beiden Satze in den Aufgaben 3 und 4 bewiesen werden, muss noch das Vorgehen
geklart werden, fir das sich verschiedene Varianten anbieten:

- Beweis nur eines der beiden Satze

- Beweis beider Satze nacheinander im Plenum (ggf. mit kleineren Auftragen)

- Beweis eines Satzes im Plenum, Beweis des zweiten Satzes als Zusatzauftrag / Hausaufgabe
- beide Beweise arbeitsteilig erarbeiten und prasentieren lassen

3) Beweis: Winkelsatz fiir Sehnenvierecke

Auf dem Arbeitsblatt wurde die Beweisflihrung durch die vorgegebene Zweispaltenstruktur
vorentlastet. Auf diese Vorgabe kann durchaus verzichtet werden, schlieRlich sollen die SuS
langfristig lernen, Beweise eigenstandig und Gbersichtlich im Heft zu entwickeln.

Der Zeitpunkt, ab dem man dies im Unterricht einfordern kann, wird sehr unterschiedlich
ausfallen. Daher wurde darauf geachtet, dass die vorgegeben Raster die komplette Seite 3 der
Materialdatei umfassen und so ggf. beim Ausdruck einfach Gbersprungen werden kénnen.

Der Beweis kann auch anders gefiihrt werden, exemplarisch wurde eine mégliche Reihenfolge
der Schritte in der Musterldsung aufgefuhrt.

Fir eine schdne optionale Vertiefung in der nachfolgenden Stunde oder
als Zusatzauftrag fur einzelne SuS bietet sich ein zweiter Beweis an, der
ohne die Kreiswinkelsdtze auskommt und mit elementaren Mitteln direkt
geflhrt wird. Er verlauft "dual" zum Beweis des Langensatzes flr
Tangentenvierecke, der in der Musterldsung eingebunden ist.

Die zugehorige Beweisfigur ist hier zweimal abgebildet, unten in Farbe.
Der Beweis konnte an der Tafel durchaus halbikonisch gefiihrt werden:
Verbindet man die Eckpunkte mit dem Mittelpunkt, so treten aufgrund der
Gleichschenkligkeit der vier entstehenden Dreiecke vier Paare von Winkeln
gleicher Weite auf, die in den Figuren entsprechend markiert wurden. Diese
acht Teilwinkel sind so verteilt, dass zwei sich gegenuberliegende
Innenwinkel des Sehnenvierecks jeweils genau vier unterschiedlich
markierte Winkel enthalten. Daraus folgt, dass die Summe beider Paare
(sich gegenuberliegender Innenwinkel) gleich grol sein muss und daher
360°:2=180° betragt (wegen der Winkelsumme im Viereck).

Falls man diesen Beweis behandelt, kbnnte man mit ihm anschliellend den Peripheriewinkelsatz
mit dem Beweisansatz 4 (vgl. "Grundsatzliches zur Konzeption") beweisen. So kdnnten die SuS
entdecken, dass einerseits der "Winkelsatz flir Sehnenvierecke" aus dem Peripheriewinkelsatz
folgt, dies andererseits aber auch umgekehrt gilt, die beiden Satze also gleichwertig sind. Diese
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Erkenntnis kdnnte einen Beitrag zum strukturellen Verstandnis von Satzgefligen beitragen. Bei
der abschlieBenden Reflexion zur gesamten Einheit kdnnte man dies am Satzgefiige der
elementaren geometrischen Satze (vgl. Stunde 6) in den Blick nehmen. Dies ware insbesondere
dann interessant, wenn man nach der folgenden Stunde auch die Gleichwertigkeit von Hohensatz
und Sehnensatz explizit thematisieren méchte.

4) Beweis: Langensatz fur Tangentenvierecke

Der Beweis zu diesem Satz ist wegen der acht Teilstrecken und der erforderlichen
Bezeichnungen etwas unibersichtlicher als der Beweis des Winkelsatzes fiur Sehnenvierecke.
Aus diesem Grund wurden hier einheitliche Bezeichnungen vorgegeben, die einerseits einen
schnellen Vergleich mit der Musterldsung erméglichen, andererseits aber bereits strukturell die
Kernidee der Betrachtung von Teilstrecken vorwegnehmen. Falls Sie interessierte SuS haben, die
den Beweis gerne eigenstandig entwickeln wurden, sollten Sie die Beweisfigur durch die
sparsamere Variante von Seite 1 der Materialdatei ersetzen.

Der zentrale Aspekt der Gleichheit der beiden von einem Punkt ausgehenden
Tangentenabschnitte durfte den SuS intuitiv klar sein und wird moéglicherweise nicht ausreichend
begriindet. Hier kann der Tipp helfen, die Winkelhalbierenden des Tangentenvierecks (bzw.
Mittelsenkrechten des Sehnenvierecks) zu betrachten.

Es sollte konsequent darauf geachtet werden, diesen
entscheidenen Beweisschritt zu dokumentieren. Durch
Ruckgriff auf die in der ersten Stunde wiederholte
Tangentenkonstruktion (vgl. AB1, Aufgabe 4b) kann die
Symmetrie ebenfalls einsichtig werden. Im Bild sieht man,
dass der Durchmesser der beiden kongruenten
Thaleskreise auf der Zentralen des Kreises durch P liegt
und sich die beiden Kreise daher zum Vollkreis erganzen.
Hilfreich ist die Argumentation mit einem Drachenviereck,
das bei der Musterldsung wegen der Ubersichtlichkeit nur
in einer der vier Ecken exemplarisch eingebunden wurde.

Optionale Vertiefung: Sehnentangentenvierecke?

Mit dem Zusatzauftrag in der Anleitung (Seite 2 der Materialdatei) ist die
Erkundung eines weiteren Zusammenhangs zwischen Sehnen- und
Tangentenvierecken moglich. Die SuS kdnnen mit dem DGS die Formen
spezieller dualer Vierecke entdecken:

Sehnenviereck Tangentenviereck
Quadrat Quadrat
Rechteck Raute
Gleichschenkliges Trapez Drachenviereck
Drachenviereck Gleichschenkliges Trapez

Von da ab ware es nur noch ein kleiner Schritt bis zur Entdeckung der
Sehnentangentenvierecke, die sowohl einen Um- als auch Inkreis
besitzen, also gleichzeitig Sehnen- und Tangentenviereck sind. Die
Leitfrage, wann das aufRere Tangentenviereck ebenfalls einen Umkreis
besitzt, konnte z.B. untersucht werden, indem die SuS den Umkreis des
Dreiecks PRQ einzeichnen (bzw. -blenden) und durch Ziehen an den
Berthrpunkten untersuchen, bei welchen Vierecken auch S auf diesem
Umkreis liegt. In diesem Fall liegt ein Sehnentangentenviereck vor.
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5) Abhangig

Die Aufgaben 5, 6 und 7 basieren auf Aufgaben einer umfangreichen und u.a. zur Vorbereitung
auf den Landeswettbewerb sehr empfehlenswerten Aufgabensammlung zur Geometrie von
Franz Amann.?® Es wurden jeweils mindestens zwei Losungswege ausgewiesen, damit die SuS

auch hier wieder zur Suche nach Varianten angeregt werden kdnnen.

Aufgabe 5 ermdglicht dabei zunachst in Ubersichtlichem Kontext die
Wiederholung der Kreiswinkelsatze, indem die Abhangigkeit zweier Winkel
gesucht ist. In den beiden intendierten Losungsvarianten wird die
Anwendung des STWS oder des MWS wiederholt. Sie ist naturlich auch
ohne Kreiswinkelsatze losbar, wenn man die einzelnen Schritte des
Beweises des MWS wiederholt und sich auf konkreter Ebene vom
gegebenen Winkel a aus uber die einzelnen gleichschenkligen Dreiecke bis
zum gesuchten Randwinkel ¢ vorarbeitet.

6) Hochste Zeit

In Aufgabe 6 wird im Kontext des Ziffernblattes einer Uhr eine reizvolle
Problemldseaufgabe gestellt. Die SuS missen eine Strategie entwickeln,
bei der sie einerseits geeignete Mittelpunktswinkel als Anteile des
Vollwinkels bestimmen und andererseits passende zugehdrige
Umfangswinkel verwenden werden. Durch die gewahlten Zeitspannen
ergeben sich hier verschiedene gleichschenklige Dreiecke, unter denen
ein rechtwinkliges und ein gleichseitiges verschiedene Moglichkeiten zur
Berechnung des Schnittwinkels eréffnen.

Optionaler Exkurs: Anregungen zur Aufgabenvariation:

Anknupfend an diese Aufgabe kénnte man die SuS zur Entwicklung weiterer Ziffernblattaufgaben
motivieren, indem man eine offene Aufgabenvariation angeht. Die SuS "wackeln" beliebig an den
Eckdaten der Aufgabe. So kénnten sie beispielsweise dreieckige, quadratische, fiinf- oder
sechseckige oder gar ellipsenformige Ziffernblatter verwenden, auf denen die Punkte
(aqudistant?) verteilt sind oder (zunachst sicher naheliegender) andere Zeitpunkte wahlen. Man
koénnte die Anzahl der Sehnen variieren oder Umkehraufgaben betrachten und z.B. danach
fragen wie oft ein bestimmter Schnittwinkel auftritt (ein anspruchsvolles kombinatorisches
Problem, bei dem Achsen- und Drehsymmetrien zu berlcksichtigen waren). Eine dynamische
Variation kénnte z.B. nach der Veranderung von & in Abhangigkeit des wandernden Punktes C
fragen. Der Fantasie sind hier keine Grenzen gesetzt.

7) Alpha gesucht

Die letzte Aufgabe der "Dreierserie" bietet den SuS erneut die Herausforderung, nach geeigneten
Sehnen, Umfangs- und zugehorigen Mittelpunktswinkeln zu suchen und eroffnet wieder mehrere
Lésungswege, von denen drei in der Musterldsung dokumentiert wurden. Die SuS kdnnen die
Kreiswinkelsatze als echte Bereicherung ihres "geometrischen Werkzeugkastens" erleben.

8) Ahnliche Dreiecke

Diese Aufgabe wird als Hausaufgabe zur Wiederholung der Ahnlichkeit empfohlen, falls man in
der nachsten Stunde wie vorgesehen die in der Geometrie bedeutsamen Ahnlichkeitssatze am
Kreis entdecken und beweisen lassen mdchte. Inhaltlich wird der Fokus bewuft auf &hnliche
Dreiecke, weg von den Strahlensatzen gelenkt. In den Musterlésungen wurden sowohl statische
(Uber die Strahlensatze) als auch dynamische Sichtweisen (Streckung) bertcksichtigt. Ebenfalls
wurde ein dezenter Hinweis auf die Produktform eingebunden, die fir die Ahnlichkeitssatze am
Kreis eine sehr wichtige Rolle spielt.

20 Vgl. [AMAN], 2016, Nr. 6,8 und 9. Das Buch ist allerdings vergriffen. Erhaltlich ist [AMAN], 2017.
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6. Stunde: KWS anwenden (ll) — Ahnlichkeitsséitze am Kreis

Méoglicher Ablauf, Inhalte Hinweise

* Vergleich der Hausaufgaben * Material:

* Einstieg: Motivation von AhnIichkeitsbetrachtungen am Kreis MggteOO%Kv‘:St—anweET?nt—H -odt
Aufzeigen der Zusammenhange zwischen Ahnlichkeits- weitere Applets, s. Eriauterungen

betrachtungen an Strahlensatz- und an Kreisfiguren, * Binnendiffernzierung durch
(Applet M9geo06_Ahnliche Dreiecke.ggb einsetzbar) auftragsgesteuerte Erarbeitung

* Auftrag 1: Ahnliche Dreiecke (AB 6, Aufgabe 1) + Motivation: Eines der beiden Dreiecke
1a)+b)+c): Verhéltnisgleichungen in Quotientenform aufstellen einer Strahlensatzfigur wird an der
und in Produktform tberflihren, Zusammenhange entdecken gemeinsamen Winkelhalbierenden
und beschreiben, c)-Teil zur Differenzierung. gespiegelt, man erhalt die Kreisfigur,
— Présentation durch SuS, ggf. Ergénzung mit den beiden nach wie vor dhnlichen

Dreiecken. Mit dem Applet (u.a. im
GeoGebrabuch fur Lehrkrafte) kann
diese Spiegelung als Drehung im
Raum dynamisch visualisiert werden.

* Auftrag 2: Satze erkunden und formulieren (AB6, Aufgabe 2+3)
2a)+b)+3): Die SuS unterscheiden in 2a) und b) die Félle, dass
der Schnittpunkt innerhalb bzw. auRerhalb des Kreises liegt und
Uberprifen fir ausgewahlte Konstellationen die Produkte von
Sehnen- bzw. Sekantenabschnitten. Auf dieser Basis werden * Fir Auftrag 2 kénnen die SuS das
die Satze mit Gleichungen und in Worten formuliert. Applet im Geogebrabuch zu IMP9
Suchen nach Beweisideen als Zusatzauftrag herunterladen, vgl. Erlauterungen.
— Présentation durch SuS, ggf. Ergénzung

In der Weiterfihrungsphase werden die Ideen konkretisiert. » Die Uberdeckung der

Sekantenabschnitte sollte nach
« Auftrag 3: Sehnen- oder Sekantensatz beweisen (AB6, Nr. 4+5) | Auftrag 1 oder 2 thematisiert werden,

Das arbeitsteilige Vorgehen wird geklart, dann fiihren die SuS um den Beweis vorzubereiten.

einen der beiden Beweise. Wegen der Uberdeckung der + In den Beweisfiguren sind Strecken
Abschnitte ist der Beweis des Sekantensatzes (Nr. 5) etwas nur beim Sehnensatz bezeichnet.
anspruchsvoller. Er kdnnte ggf. auch als Zusatzauftrag zur Beim Sekantensatz sind bewuf’t nur
Differenzierung dienen. Punkte vorgegeben. Die Uberdeckung
— Présentation des Beweises des Sehnensatzes durch SuS der Sekantenabschnitte kann mit der

Mit dem Beweis des Sehnensatzes ist das Minimalziel erreicht. Figur in der Musterlésung reflektiert
— Présentation des Beweises des Sekantensatzes durch SuS werden.

* Reflexion zu den Beweisgangen » Fur das Ende der Stunde und der

» Stundenende flexibel, ggf. ist auch das Verschieben einer Einheit werden in den Erlauterungen
Teilphase in die nachfolgende Stunde sinnvoll. verschiedene Varianten beschrieben
¢ Stellen der Hausaufgaben aus Fundus (z.B. 6 + 11a) und Ankniipfungspunkte zu Ubungen

oder Vertiefung aufgezeigt.

Erlauterungen

Die letzte Stunde wird im vorliegenden Unterrichtsvorschlag genutzt, um den SuS einen Einblick
in die Ahnlichkeislehre am Kreis zu erméglichen. Mithilfe der Kreiswinkelsatze werden dabei der
Sehnen- und der Sekantensatz bewiesen. Optional bieten sich flir etwaige Folgestunden auch
der Beweis des Sekanten-Tangentensatzes (vgl. Aufgabe 10) oder der Zusammenhange
zwischen den Flachensatzen am Dreieck und am Kreis an (vgl. Aufgabe 11).

Hinweis: Die Ahnlichkeitssatze am Kreis (Sehnen-, Sekanten- und Sekanten-Tangentensatz)
werden auch als Flachensatze bezeichnet, da die Produkte der jeweiligen Streckenlangen auch
als Flacheninhalte von Rechtecken veranschaulicht werden konnen.?’

Die fur diese Stunde geplante Erarbeitung der Beweise wird nun im Folgenden in Verbindung mit
den Hinweisen zu den einzelnen Aufgaben erlautert.

21 Vgl. [LERG], 2007, S. 38 und [VARG], 2013, S. 292f sowie die Erlauterungen zu Aufgabe 4.
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Einstieg: Motivationsphase

In der Einstiegsphase ist der Einsatz des Applets M9geo06 Ahnliche Dreiecke.ggb geplant,
um den sinnstiftenden Zusammenhang zwischen der "gleichsinnigen” Ahnlichkeitslehre der
Strahlenséatze und der "gegensinnigen" Ahnlichkeitslehre am Kreis zu vermitteln. Was damit
gemeint ist, wird klar, wenn man sich das Applet naher ansieht:

Strahlensatzfigur Kreisfigur Spiegelung als Drehung

Die klassische Strahlensatzfigur (hier mit negativem Streckfaktor) wird durch Spiegelung des
rechten Dreiecks an der gemeinsamen Winkelhalbierenden in die Kreisfigur Gberfuhrt. Die
Spiegelachse kann eingeblendet und die Achsenspiegelung als Rotation um die Achse
dynamisch visualisiert werden. Dadurch soll die Idee des "Verdrehens" eines der beiden Dreiecke
unterstitzt werden, die allerdings effizienter am echten Modell vermittelt werden kann. Dabei
sollte die Drehung langsam ("von Hand") mit dem daflir vorgesehenen Schieberegler gesteuert
werden, der den Vorteil bietet, dass man flexibel in beide Richtungen drehen kann. Alternativ
kann man die Drehung auch als Animation zeigen, wenn man nach einem Rechtsklick auf den
Schiebegler die Option "Animation ein" wahlt. Dies ist aufgrund der gewahlten Einstellungen aber
nur in einer Richtung madglich.

Der Beweis, dass die vier Punkte A,B,C und D nach der Drehung des rechten Dreiecks
tatsachlich auf einem Kreis liegen, also ein Sehnenviereck bilden, kann Gber die Betrachtung der
Winkel geflihrt werden, er soll hier aber nicht im Mittelpunkt stehen.??

Das Applet wurde so eingerichtet, dass man nun den Punkt S nach links auRerhalb des Kreises
ziehen kann, um die zweite Strahlensatzfigur ins Spiel zu bringen und damit auch den
Zusammenhang zwischen Sehnen- und Sekantensatz dynamisch intuitiv zu motivieren.

Strahlensatzfigur Kreisfigur Spiegelung als Drehung

22 Vgl. Stephan: "Dualitat in der elementaren Geometrie", Vortragsskript zum Tag der Mathematik, WIAS
Berlin, 2012, abrufbar unter https.//www.wias-berlin.de/people/stephan/tdm12.pdf , letzter Abruf: 17.5.19.
Auf Seite 13 wird die Beweisidee flir die einfachere Strahlensatzfigur skizziert. Zuvor geht Herr Stephan
auch auf die bei den Erlauterungen zu Stunde 5 erwahnte abgeschwachte Form der Dualitat ein.
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Nach der Einflihrungsphase sollten die SuS erkannt haben, dass die Strahlensatzfigur durch
Verdrehung eines Dreiecks in eine Kreisfigur Uberfihrt werden kann. Es geht zunachst um die
Grundidee, dass sich zwei Geraden inner- und auf3erhalb des Kreises schneiden und diese
beiden Falle zur Betrachtung von Sehnen- bzw. Sekantenabschnitten flihren.

Im Prinzip geht es in dem einen wie dem anderen Fall aber nur um ahnliche Dreiecke, deren
Seitenverhaltnisse sich bei der Drehung ja nicht verandern. Durch diese Phase der dynamischen
Visualisierung kdnnen wichtige Vorstellungen zum Sehnensatz angebahnt und Fehlvorstellungen
vermieden werden. Vor allem aber wird hier der Blick geweitet und die bisher bekannte
Annlichkeitslehre mit den noch ungewohnten Betrachtungen am Kreis vernetzt.

Didaktische Anmerkung

Letztlich stecken hinter den beiden Interpretationen der Ahnlichkeit zwei fundamentale
funktionale Denkweisen: die proportionale und die antiproportionale Sichtweise.

In den klassischen Strahlensatzfiguren dominiert die proportionale Sicht. Man bildet die Dreiecke
gleichsinnig aufeinander ab und der Streckfaktor wird als Proportionalitatsfaktor gesehen, der
durch die Quotientengleichheit charakterisiert ist. Bei der Kreisfigur kommt die antiproportionale
Sichtweise ins Spiel, da die Dreiecke hier gegensinnig orientiert sind und daher die
Produktgleichheit (auf den jeweiligen Sehnen oder Sekanten) in den Fokus riickt.

Durch den enaktiven Zugang uber die Drehung kann der Orientierungswechsel intuitiv erfasst
werden. Noch besser gelingt dies, wenn man in einem Modell eines der Dreiecke bewusst
festhalt und das zweite Dreieck "verdreht". Dabei kehrt sich nur der Umlaufsinn eines der beiden
Dreiecke um, so dass bei der Kreisfigur die beiden Dreiecke "gegensinnig" orientiert sind.

Das proportionale Denken dominiert im Mathematikunterricht in den meisten Situationen, mit der
antiproportionalen Sicht haben die SuS haufig mehr Schwierigkeiten. Die Behandlung der
Ahnlichkeitslehre am Kreis bietet hier die Chance, den Perspektivwechsel zwischen den beiden
Sichtweisen sehr anschaulich in den Blick zu nehmen. Proportionalitat und Antiproportionalitat
ziehen sich als roter Faden durch die gesamte Schulmathematik und tauchen an zahlreichen
Uberraschenden Stellen auf. Weit weniger anschaulich und deutlich drastischer Uberlagern sich
die beiden Sichtweisen beispielsweise bei der Division durch einen Bruch, weshalb die
Begriffsbildung zur Division als "Multiplikation mit dem Kehrbruch" so komplex ist und leider auch
allzu oft von Su$S nicht durchdrungen, sondern nur als Rezept "gelernt" wird.

1) Ahnliche Dreiecke — hast du den Dreh raus?

Der erste Arbeitsauftrag dient nach der Eingangsphase der Durchdringung und Formalisierung
der Ahnlichkeitsbeziehung in Gleichungsform. Die SuS stellen dabei zu den gegebenen
Strahlensatzfiguren die Verhaltnisgleichungen auf und entdecken méglicherweise zum ersten
Mal, dass man diese auch in Produktform darstellen kann. Bisher trat die Produktform meist nur
als "Zwischenstadium" beim Umformen einer Verhaltnisgleichung auf. Jetzt wird sie aber in den
Mittelpunkt geruckt, da sie fur die "gegensinnigen" Dreiecke im Kreis deutliche Vorteile birgt.

2) Kreisfiguren erkunden

Die erste Beriihrung mit den Ahnlichkeitssatzen zu Beginn der Stunde sollte sich dann erst
einmal setzen. Daher wurde nach Aufgabe 1 eine Erkundungssphase eingeplant, in der die SuS
selbst Produkte von Sehnen- und Sekantenabschnitten berechnen sollen. Dabei kann das Applet
M9geo06 Sehnen-Sekanten.ggb zur dynamischen Visualisierung eingesetzt werden.?® Es ist auf
Smartphones oder im PC-Raum einsetzbar.

23 Das Applet kann im GeoGebra-Buch zu IMP9 unter https.//ggbm.at/k7u4ab9v abgerufen werden.
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Durch Ziehen an den drei Punkten S, A oder C verandert man die Konstellation und erkundet je
nach Lage des Schnittpunktes S entweder den Sehnen- oder den Sekantensatz.

IMP9 geo IMP9 geo IMP9 geo 5
Sehnen- und Sekantensatz Sehnen- und Sekantensatz Sehnen- und Sekantensatz

Verandere die Lage der gréReren Punkte. Verandere die:iage der gréfReren Punkte. Verandere die:iage der gréReren Punkte.
Uberpriife, wann das Produkt der Sehnen- Uberpriife, wg'nn das Produkt der Sehnen- Uberpriife, Wg'nn das Produkt der Sehnen-

bzw. Sekantenabschnitte gleich groB ist. bzw. Sekanténabschnitte gleich groB ist. bzw. Sekanténabschnitte gleich groB ist.

a-bzg',"1-1,4z? .é.-bz1,8-4,2z?auber/unterb é-bz1_8~4,2z?Dauber/unterb
c-d£1.1:27~?[_ ] Werteeinblenden| {c-d=~16-47~?[ ] Werteeinblenden| ic-d~16-4.7=?[ ] Werte einblenden

Sehnensatz Sekantensatz Uberlagerung wahrnehmen —
Sichtbarkeit wechseln

Die Angaben der Streckenlangen werden auf eine Nachkommastelle gerundet. Im Hintergrund
werden auch die Produkte der Langen als Zahlwerte e und f berechnet und sténdig aktualisiert.
Sie kdnnen bei Bedarf in der Algebraansicht beobachtet werden, wahrend man die Figur
verandert. Das Problem der nicht direkt sichtbaren Uberlagerung der Sekantenabschnitte wurde
hier mithilfe des Kontrollkastchens "a tiber/unter b" gelést, wodurch dieser Zusammenhang
bemerkt und von den SuS nach der Prasentation ihrer Vermutungen hinterfragt werden kann. Die
Variation der Lage des Schnittpunkts S bietet den SuS hier auRerdem die Gelegenheit, den
zugrunde liegenden Zusammenhang des Sehnen- und Sekantensatzes ganzheitlich zu erfassen.

3) Ahnlichkeitssitze am Kreis

Dieser Abschnitt wurde eingebunden, damit die SuS ihre Vermutungen wieder in einem klar
definierten Rahmen dokumentieren kdnnen. Im rechten Bild wurden hierbei die Streckenlangen
nicht mit Variablen bezeichnet, dies kann im Anschluss an die Prasentation erganzt werden. In
der Musterldsung wurde dazu eine Skizze eingebunden, bei der die Uberlagerungen der
Sekantenabschnitte mithilfe von langgezogenen Klammern dokumentiert wurden. Da solche
Uberlagerungen bereits von der Behandlung der Strahlensatze her bekannt sein dirften, sollten
hier keine groRReren Probleme zu erwarten sein. Gleichwohl muss dieser Aspekt im Plenum
thematisiert werden, um den nachfolgenden Beweis vorzuentlasten. Dem Problem geht man aus
dem Weg, wenn alle Strecken Uber ihre Endpunkte definiert werden.

In der Zusammenfihrungsphase werden die Vermutungen der SuS und erste Beweisansatze
prasentiert und ggf. erganzt, so dass wiederum die grundsatzliche Beweisstrategie bekannt sein
sollte, bevor es an die arbeitsteilige Ausarbeitung der Beweise geht.
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4) Beweis: Sehnensatz und 5) Beweis: Sekantensatz

Fir die beiden Beweise in Aufgabe 4 und 5 wurde wieder eine Zweispaltenstruktur vorgegeben.
Falls die SuS die Beweise eigenstandig strukturieren sollen, wird man das Arbeitsblatt nicht
einsetzen. Die Anzahl der Beweisschritte ist jeweils variabel, es wurden hier vier Schritte
unterschieden. In beiden Beweisen sollte der Nachweis der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke
ubersichtlich dokumentiert werden.

Bei allen drei Ahnlichkeitssatzen (Aufgabe 4, 5 und 10) wurde der Beweis in den Musterldsungen
Uber die Ahnlichkeit der Dreiecke gefiihrt, da dieser Weg sich sehr gut tibertragen Iasst und die
Kreiswinkelsatze beim Nachweis angemessen eingebunden werden. Bei allen drei Satzen
konnte man auch zweimal den MWS verwenden statt eine Winkelgleichheit mithilfe des
Scheitelwinkelsatzes bzw. des gemeinsamen Winkels zu folgern. Insbesondere beim Beweis des
Sehnensatzes in Aufgabe 4 bietet sich ergénzend die Betrachtung der Umfangswinkel Gber der
(nicht eingezeichneten) Sehne AD an, um das Potenzial der Aufgabe auszuschdpfen.

Hinweise zu alternativen Beweisen des Sehnensatzes

Der historische Beweis aus Euklids Stoicheia fu@t auf dem Nachweis
der Flachengleichheit zweier Rechtecke. In der Ubersetzung von Prof.
Haller lautet der Sehnensatz bei Euklid:

"Das Rechteck aus den Abschnitten einer Geraden, die im Kreis von
einer anderen geschnitten wird, ist gleich dem aus den Abschnitten
der anderen Geraden."*

Der Beweis befindet sich an gleicher Stelle, ist aber fiir die Schule zu
aufwandig, da er u. a. die Praposition I1.5. nutzt, die auch als "Satz vom
Gnomon" bezeichnet wird.?®

Ein algebraischer Beweis des Sehnensatzes mithilfe des Satzes von
Pythagoras nutzt die in Aufgabe 11 enthaltene Herleitung des Satzes von
Pythagoras aus dem Sehnensatz und ware schulisch gut umsetzbar.
Dieser Beweis ist bei [VARG], 2013 auf S. 297 beschrieben. Zusammen
mit Aufgabe 11 kdnnte man so auch zeigen, dass die beiden Satze im
Sinne der logischen Abhangigkeit im Satzgefuge gleichwertig sind.

Bei [VARG] ist auf S. 298 ein weiterer Beweisansatz dokumentiert, der auf der Idee der
Koordinatisierung beruht und bei dem die Gleichheit der Produkte durch die Nutzung der
Kreisgleichung und des algebraischen Ausdrucks der Ahnlichkeit von Steigungsdreiecken
nachgewiesen wird.

Abschlielend wurde in Aufgabe 12 noch ein weiterer, eleganter und motivierender Beweis des
Sehnensatzes eingebunden, der den Weg Uber die dritte Dimension geht und auf der
Verwendung des Hohensatzes fult.

24 Vgl. [HALL], 2008, Satz 111.35, S. 106, Eine Visualisierung von Euklids Beweis findet sich z.B. bei
[VARG], 2013, S. 294. Aus heutiger Sicht ist die Formulierung fachlich falsch. Korrekterweise miisste die
Gleicheit der Flacheninhalte formuliert werden, nicht die der Rechtecke.

25 Vgl. [HALB], 2016, S. 189. Um Verhaltnisse von Grofien zu vergleichen, wird oft eine von Euklid als
"Gnomon" bezeichnete Figur verwendet, mit der die Flachengleichheit zweier Rechtecke oder
Parallelogramme nachgewiesen wird.
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6) Gleiche Winkel — Gleiche Langen

In der Aufgabenserie der Aufgaben 6-9 wird der Zusammenhang
angesprochen, dass Umfangswinkel genau dann gleiche Weite haben, P
wenn die zugehdrigen Sehnen gleich lang sind. Oder anders gesagt:

"Gleiche Randwinkel erzeugen Sehnen gleicher Lange und umgekehrt."

In Aufgabe 6 wird diese Aussage zunachst bewiesen. Dabei wird man

sicher noch einmal die Formulierung "genau dann wenn" in den

Mittelpunkt riicken und beide Beweisrichtungen einfordern missen, bevor

die Aussage in den Argumentationen der nachfolgenden Aufgaben

verwendet werden kann.

Die Aufgaben 6, 7 und 9 basieren dabei wieder auf Anregungen der bereits erwdhnten
Aufgabensammlung von Herrn Amann.?

7) Epsilon gesucht

Diese Aufgabe eignet sich als Ubungs- oder Hausaufgabe. Sie
kann auch gestellt werden, wenn Aufgabe 6 nicht behandelt
wurde. In der Musterldsung ist dazu ein zweiter Losungsweg
dokumentiert. Falls Aufgabe 6 zuvor behandelt wurde, kann
dieses Wissen verwendet werden, indem von der Gleichheit der
Sehnen AB und CD auf die Gleichheit der zugehdrigen
Umfangswinkel geschlossen wird. Im Sinne der Vielfalt sollten
beide Lésungswege besprochen werden.

8) Konstanter Bogen

Diese Anregung greift eine schdone Argumentation auf, bei der die D

Invarianz aller drei Innenwinkel des betrachteten Dreiecks APD

gegenuber der Wanderung von P auf dem kleineren Kreisbogen

begriindet wird. Das Ergebnis mag Uberraschen und kdnnte ,
motivierender Ausgangspunkt fur die Erstellung einer eigenen

GeoGebra-Datei sein, mit der die VergrolRerung des Dreiecks APD unter , w=
Beibehaltung der Proportionen dynamisch visualisiert werden konnte. B

9) Gleichseitig

Den Abschluss dieser kleinen Ubungsserie bildet der Nachweis der
Gleichschenkligkeit des Dreiecks BCD, das Teil des Sehenvierecks ABCD
ist. Hier kann auch der Bogen zur vorangegangenen Stunde geschlagen D
und der Winkelsatz fir Sehnenvierecke einbezogen werden. Im Sinne der
Vielfalt kbnnten aber auch hier als Erganzung zu den beiden

dokumentierten Argumentationen weitere Begriindungen gesucht werden. A B

Bei allen Aufgaben bietet sich auch das Konzept der Aufgabenvariation an, mit dem die SuS
eigene neue Fragestellungen aufwerfen und nach Auswahl durch die Lehrkraft untersuchen
konnen.

26 Vgl. [AMAN], 2016, Nr. 3, 10 und 12, alle Aufgaben der 5. und 6. Stunde mit freundlicher Genehmigung
von Herrn Amann. Da seine reine Geometrie-Aufgabensammlung vergriffen ist und nicht erneut aufgelegt
wird, sei auf die Sammlung [AMAN], 2017, verwiesen, die 300 Beispiele zur Binnendifferenzierung und
Begabtenférderung aus verschiedenen Themenbereichen der Sekundarstufe | enthalt.
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10) Sekanten-Tangentensatz
Dieser Satz sollte bei der Behandlung der Ahnlichkeitssatze am Kreis nicht fehlen. Falls eine
Doppelstunde zur Verfliigung steht, ware es sinnvoll, ihn gleich von Beginn an mit entdecken und
erkunden zu lassen. In der ausgewiesenen 45-minltigen Unterrichtsstunde ware das allerdings
zu viel gewesen, weshalb er in diese erganzende Aufgabe
ausgelagert wurde. Besonders reizvoll ist hier sicherlich die
dynamische Interpretation der Tangente als Grenzlage einer nach
aullen wandernden Sekante. Dieser Grenzwertprozess wird beim
Ubergang vom Differenzen- zum Differenzialquotienten in Klasse
10 im Rahmen der Differenzialrechnung betrachtet und kdnnte hier
im Sinne des Spiralprinzips vorbereitet werden.

Wenn méglich, sollten Sehnen-, Sekanten- und Sekanten-Tangentensatz als "Dreiklang”
betrachtet werden, um die Ahnlichkeitssatze am Kreis ganzheitlich wahrzunehmen.

Falls gegen Schuljahresende noch Zeit zur Verfligung stehen sollte, konnte dem Beweis des
Satzes die Behandlung der interessanten Aufgabe 11 folgen. Dort wird mithilfe des Sekanten-
Tangentensatzes der Kathetensatz hergeleitet. Der Sekanten-Tangentensatz bietet sich natirlich
auch als Zusatzauftrag (z.B. als GFS) an. Man findet zahlreiche weitere
Anwendungsmadglichkeiten und Zusammenhange zu anderen geometrischen Satzen.

Mit den Ahnlichkeitssatzen erschlieft sich interessierten SuS nun die reichhaltige Welt der
Wettbewerbsaufgaben aus dem Bereich der Geometrie. Hier sei insbesondere an den
Landeswettbewerb erinnert, der zahlreiche Anknipfungspunkte zur Vertiefung bietet.

11) Pythagoras & Co

Diese Aufgabe ermdoglicht die Vernetzung der Flachensatze am Dreieck und Kreis. Der Satz des
Pythagoras, der Hohen- und Kathetensatz kdnnen mit Sehnen-, Sekanten und Sekanten-
Tangentensatz in Verbindung gebracht werden. Die SuS kdnnen dabei als Mehrwert logische
Abhangigkeiten zwischen einzelnen Satzen erkunden und durch die Tatigkeit des "lokalen
Ordnens" Impulse zum "Lernen geometrischer Denk- und Arbeitsweisen" erhalten.?”

Der Satz des Pythagoras und der Hohensatz werden hier als Spezialfall des Sehnensatzes
charakterisiert. Umgekehrt I&sst sich aber auch der Sehnensatz aus jedem dieser beiden Satze
ableiten, sie bilden also logisch aquivalente Paare. In Aufgabe 12 wurde dies flr den Héhensatz
gezeigt. Diese logische Aquivalenz ist ein lohnenswerter Aspekt im Sinne des lokalen Ordnens.

Eventuell kdnnen hier auch logische Abhangigkeiten der Fldchensatze am Dreieck einflieen.
So sind z.B. der Satz des Pythagoras und der Kathetensatz logisch &quivalent, wogegen der
Hohensatz aus dem Rahmen fallt. Man kann ihn aus dem Kathetensatz und aus dem Satz des
Pythagoras folgern, aber umgekehrt geniigt der Hohensatz nicht, um die beiden anderen
Flachensatze herzuleiten, man benétigt zuséatzlich den Satz des Thales.?

27 Vgl. [WEIG], 2018, S. 13
28 Vgl. Roth, Jurgen: Skripte zur "Didaktik der Geometrie", Kap 4: Argumentieren und Beweisen, Folie
17/51, abrufbar unter http://www.juergen-roth.de/lehre.html#skripte, zuletzt abgerufen am10.5.19.
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12) Sehnensatz 3D

Als letzte Aufgabe der Einheit wird als Vertiefungsoption ein reizvoller Beweis des Sehnensatzes
angeboten, mit dem man den SuS an einem motivierenden Beispiel Einblick in die Vielfalt
mathematischer Beweise ermdglichen kann.

Zur dynamischen Visualisierung wurde das Applet M9geo06 Sehnensatz 3D.ggb erstellt, von
dem hier ein Screenshot und eine davon abgeleitete Grafik zu sehen sind:

» Grafik X | » Grafik 2 ™|

IMPS geo

Durch Ausblenden der Kugel

V] Kugel --St - (V) Honen,_ und der xy-Ebene und
a Einblenden der Dreiecke in

Sehnensatz 3D

J Thaleskreis 1 J Thaleskreis 2

(] Dreieck ABC [ Dreieck AB'C » 3D Grafik ®|| der 3D-Ansicht von
Geogebra erhalt man
folgende Detailansicht:

Der Beweis ist "verbliffend einfach und Ubersichtlich" (vgl. Musterlésung). Als Mehrwert ergibt
sich infolge des Hohensatzes die "geometrische Deutung der Produkte der Langen der
Sehnenabschnitte als Quadrat der Hohe des Kugelpunkts S (iber seiner Projektion P".%

Dieser dynamischen Visualisierung sollte wenn mdglich ein enaktiver Zugang vorausgehen.
Besonders nachhaltig ware die Erarbeitung des Beweises, wenn dazu ein eigenes 3D-
Beweismodell erstellt werden kann. Die Anregung flr die dazu konzipierten Kopiervorlagen geht
auf einen Artikel Heinrich Bubecks zurlick, der 1994 in der Zeitschrift "Praxis der Mathematik"
veroffentlicht wurde. Die elegante Beweisidee selbst wurde in den letzten Jahren an
verschiedenen Stellen erwahnt.*® Der Auftrag samt Anleitung wurde aus pragmatischen Griinden
als c)-Teil ans Ende der Aufgabe 12 gestellt, so kann er bei Zeitmangel ggf. geldscht werden.

Die Herstellung des abgebildeten Modells kann zur
intensiveren Durchdringung des Zusammenhangs
als Hausaufgabe gestellt oder auch im Unterricht mit
vertretbarem Zeitaufwand realisiert werden. Die
durchsichtigen Acrylkugeln (d=10cm) kénnen gunstig
als "Klassensatz" bestellt werden, so dass die
Materialkosten insgesamt unter 1,50 € pro Exemplar
liegen sollten. Die Kunststoffhalbkugeln bieten den
Vorteil der sicheren Aufbewahrung und kénnen dank
Ose auch aufgehangt werden. Das Modell kann aber
natirlich auch ohne Plastikkugeln gebaut werden.

29 Zitiert nach Heinrich Bubeck, vgl. [BUBE], 1994 , S. 254

30 Vgl. z.B. Bruder, Regina; Collet, Christina: "Problemlésen lernen im Mathematikunterricht", Cornelsen
Scriptor, Berlin, 2011, S. 85 f. oder Lambert, Anselm: "Argumentieren lernen am Paar Sehnensatz und
Hohensatz", in : Mathematiklehren Nr. 211, vom Dezember 2018, S. 47 oder auch [VARG], 2013, S. 298.
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Aus didaktischer Sicht geht es bei diesem Zugang um die dem Beweis zugrunde liegende
Einsicht, dass beim Schnitt einer Halbkugel mit einer zu ihrem Grundkreis orthogonalen Ebene
Halbkreise entstehen. Bubeck erwahnt in seinem Artikel ausdricklich die Fehlvorstellung vieler
SuS, dass "der Schnitt der Ebenen mit der Halbkugel keinen Halbkreis, sondern einen flacheren
Kreisbogen ergibt". Dem kdnnte in der dynamischen Visualisierung mit dem Applet durch eine
3D-Seitenansicht begegnet werden, nachhaltiger ist aber sicherlich das eigene Ausschneiden
und Zusammensetzen der entsprechenden Thaleskreise in den Kopiervorlagen. Bubeck fuhrt
noch weitere ldeen an, wie man dieser Fehlvorstellung begegnen kénnte:

1) Durch die Betrachtung der ganzen Kugel unter- und oberhalb der Aquatorialebene kann die
Einsicht gut mit Symmetrietberlegungen motiviert werden.

2) Durch die Betrachtung einer orthogonal zu einem Durchmesser rotierende Sehne kann
ebenfalls erlautert werden, dass als Schnittfigur ein Kreis entstehen muss.

3) Schlieldlich kénnten die Schnitte real an einer Halbkugel aus Holz- oder Styropor
durchgefiihrt werden, um einen anschaulichen Zugang zu ermdéglichen.

In der Anleitung wurden die festen Hypotenusenabschnitte aus pragmatischen Griinden
vorgegeben. Reizvoll ware eine Vertiefung durch die individuelle, vollig freie Wahl der Sehnen im
Grundriss. Die Hypotenusenabschnitte kbnnten dann gemessen und auf die passend
konstruierten Thaleskreise zum Zeichnen der Dreiecke Ubertragen werden. Zur Differenzierung
koénnte auch gerechnet werden. Wahlt man beispielsweise die kirzere der beiden Sehnen frei
und auf ihr einen beliebigen Teilpunkt P, der die Abschnitte p und q trennt (in den Kopiervorlagen
wurde die 8 cm lange Sehne z.B. im Verhaltnis 3:5 geteilt), so kann man bei ebenfalls
vorgegebener Lange | der zweiten Sehne deren Abschnitte x1 bzw. x; als Losungen der
quadratischen Gleichung x-(I-x) = p-q ermitteln. Fiir die SuS wére es eine gute Ubung, die
Gleichung zu I6sen und die Losungen dann im geometrischen Kontext zu deuten.

Bubeck erwahnt in seinem Artikel den Nachteil, dass sich dieser 3D-Beweis nicht direkt auf die
anderen Ahnlichkeitssatze libertragen lieRe. Dies ist entgegen seiner Vermutung méglich und
wurde von Michael Neubrand und weiteren Mathematikern erlautert.®' Die Argumentation fuft auf
der Betrachtung eines der Halbkugel einbeschriebenen Zylinders und liefl3e sich als mogliche
Vertiefung auch in Klasse 9 verorten. Hier soll abschlief’end die Kernidee skizziert werden:

Fur die Hohe x des einbeschriebenen
Zylinders gilt fur einen festen Teilpunkt P
nach dem Hohensatz (vgl. Skizze):
x?=p-(p+q)=const.

Dabei ist p die Lange des einen und p+q
die des anderen Sehnenabschnittes.
Betrachtet man statt der Sehnen im
aulieren Kreis die von S ausgehende
Sekante durch den inneren Kreis, so
gelangt man zur Aussage des
Sekantensatzes, da nach wie vor
p-(p+q)=x? gilt, dies aber wegen der
symmetrischen Lage der Sekante zu den
konzentrischen Kreisen auch SP-SP" ist.

31 Neubrand, M.: "Erganzung zum Beitrag von Heinrich Bubeck", in: PM 6/36 (1994), 255 — 256,
Pickert G.: "Zum raumlichen Beweis des Sekantensatzes", in: PM 3/37 (1995), S. 102,
Dirnbock, H.: "Ein raumlicher Beweis des Sekantensatzes", in: PM 4/37 (1995), 177-178.
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Ausblick, Anknupfungspunkte

Ausdriicklich soll hier nochmals erwahnt werden, dass man mit einer Klasse sicherlich nur
einen Bruchteil der verschiedenen Anregungen zur Anwendung der Kreiswinkelsatze
verfolgen kann. Das Material soll eine breite, solide Ausgangsbasis fur verschiedene
Umsetzungsmaoglichkeiten liefern, vor allem vor dem Hintergrund, dass die Kreiswinkelsatze
nicht im Kerncurriculum stehen und in Schulbiichern nur am Rande auftauchen. Da die im
Bildungsplan geforderten Inhalte bereits nach der vierten Stunde weitgehend behandelt sind,
kann man in den letzten Stunden der Einheit guten Gewissens deutliche Schwerpunkte
setzen und ausgewahlte Anknupfungspunkte verfolgen.

Weitere Aktivitaten sind denkbar und sollen abschlieRend kurz skizziert werden.

Lokales Ordnen - Satzgeflige visualisieren
Es ware moglich, bei einer abschlieRenden Reflexion dieser Geometrieeinheit mit den SuS eine

auf den eigenen Unterricht abgestimmte Ubersichtsgrafik zu entwickeln, in der die behandelten
Zusammenhange zwischen den verschiedenen Satzen visualisiert werden. Anregungen dazu
findet man bei Weigand und Vargyas.* Im Sinne des lokalen Ordnens sollte man sich dabei auf
einen klar gesetzten Rahmen beschranken (z.B. nur Winkelsatze oder nur Flachensatze am
Dreieck und Kreis 0.a.).

Begrindungsbasis erweitern

Die von Claudia Uhl fur die Mathematik-ZPG6-Fortbildungen erstellte Begrindungsbasis
kann im IMP-Unterricht aufgegriffen und durch weitere Werkzeugkarten zum Auflienwinkel-,
Umfangswinkel-, Mittelpunktswinkel-, und Sehnentangentenwinkelsatz erganzt werden.

Im Rahmen einer kooperativen Fachschaftsarbeit kann dieses Projekt gemeinsam getragen
und weiterentwickelt werden. Erlauterungen hierzu wurden bereits bei den Materailien zu
Klasse 8 eingebunden.®

Verzahnung mit der Einheit zur Aussagenlogik
Die verschiedenen logischen Abhangigkeiten zwischen den Satzen kdnnten zur Vernetzung

der beiden Einheiten genutzt werden. Wenn aus einer Aussage A eine Aussage B folgt, so
kann man A als Verallgemeinerung von B auffassen. So ist z.B. der Kosinussatz eine
Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras oder der Umfangswinkelsatz eine
Verallgemeinerung des Satzes des Thales. Wenn aber ein Satz A Verallgemeinerung eines
Satzes B und umgekehrt gleichzeitig Satz B Verallgemeinerung des Satzes A ist, so sind die
beiden Satze logisch aquivalent, wie dies beim Aussagenpaar Sehnensatz — Hohensatz oder
Satz des Pythagoras — Kathetensatz der Fall ist. Ahnliche logische Abhéngigkeiten kdnnten
verfolgt und dokumentiert werden.

Ein anderer Ansatzpunkt betrifft die Umkehrung von Séatzen, die als Verknipfung einzelner
Aussagen vorliegen. Der Aspekt verschiedener Umkehrungen kann am Umfangswinkelsatz
gut herausgearbeitet werden.?*

32 Vgl. Ubersichtsgrafiken in [WEIG], 2018, S. 13 und [VARG], 2013, S. 284.

33 Vgl. IMP 8, Mathematik, Datei 01_geo_hintergrund.odt im Ordner 1_hintergrund, S. 11

34 Vgl. Spielmann, M.: "Winkel am Kreis", Abschnitt 7: "Die logische Struktur der Satze und Umkehrungen",
in: PM 1/36 (1994) Dort werden die beiden Umkehrungen des Umfangswinkelsatzes thematisiert.
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