Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 1: Herleitung der Potenzregel

Ziel: Zu den Potenzfunktionen f(x) = x?; f(x) = x*; f(x) = x* usw. soll die Ableitung gefunden wer-

den.

Aufgabe 1 Bearbeiten Sie die Zeilen mit f(x) = x* und f(x) = x*.

Funktion f Differenzen- | Vereinfachen des Differenzen- | Fir h—0 strebt | Ergebnis:
mit guotient an der | quotienten der Die Ab-
fx)=... Stelle x (siehe Hilfsmittel binomische Differenzenquo- | leitung f'x)
f(x+h)-f(x) | Formeln) tient gegenden | ist. ..
h Grenzwert . ..
_ x242h +h?—x? Grenzwert fur h
f(x) = x° (x+h)? —x? B h —0 ist f(x) = 2x
h (mit h kirzen)
= 2x +h 2X
f(x) = x°
f(x) = x*
Hilfsmittel (binomische Formeln)
(at+b)?= a® + 2ab + b ; also (x+h)? = x* + 2xh + h?
(a+b)* = a° + 3a’b + 3ab® +b*; also(x+h)¥=......... ... ... ......
(a+b)* = a* + 4a’b + 6a’h® + 4ab® + b* ;also (x+h)* =. .. ... ... ... ..
Aufgabe 2a) Tragen Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 1 in die Tabelle ein.
Funktion | fx)=x [fx)=x* [fx)=x [fx)=x* [fx)=x" [fx)=x" [f(x)=x
Ableitung | f'(x) = f(x)= f(x) = f(x) = f(x) = f(x) = f'(x) =

b) Aus der Tabelle ist eine Regel zu erkennen, wie man die Ableitung einer Potenzfunktion auch ohne
Berechnung durch Verdnderung des Funktionsterms von f erhalten kann. Ergénzen Sie die Regel:

Die Hochzahl wird

und

vor die x-Potenz kommt als Faktor

Ergéanzen Sie auf diese Weise die fehlenden Ableitungen in der Tabelle.

Aufgabe 3 Ergénzen Sie mit dem Ergebnis aus Ausgabe 3 den mathematischen Satz:

Potenzregel
Eine Potenzfunktion der Form f(x) = x" (n =1, 2; 3; .. .) hat die Ableitung f'(x) =

Aufgabe 4 Priifen Sie, ob die Potenzregel auch fiir die Hochzahl 0 gilt, also fiir die Funktion f(x) = x°.
Bestimmen Sie dazu die Ableitung von f anschaulich mit Hilfe des Graphen von f; vergleichen Sie mit

der Ableitung, wie sie sich aus der Potenzregel ergeben wiirde.
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 2: Beweis der Potenzregel

Ziel: Die Gultigkeit der Potenzregel soll flir jede Zahl natirliche Hochzahl n (n > 1) nachgewiesen
werden.

Aufgabe 1 Zum Beweis bendtigt man die Schreibweise von Binomen wie (x+h)% (x+h)?; (x+h)* usw.
als Summe. Dies wird in dieser Aufgabe erldutert.

a) Esist (a+b)? = (at+b) - (a+b) ; ausmultiplizieren ergibt (a+b)® = la®+2 ab+1b°
Bestatigen Sie durch ausmultiplizieren: (atb)®= 1 a®+3a%b'+3a*b?*+ 1 b°
b) In der Tabelle ist das Pascal sche Dreieck dargestellt. Jede Zahl ergibt sich als Summe der zwei
schrég darlberstehenden Zahlen. Erganzen Sie die fehlenden Zahlen in den letzten drei Zeilen.

1
0

(atb)* 1 1

(a+b)” 1 2 1

(ath)® 1 3 3 1

(a+b)’ 1 4 6 4 1

(ath)’ 1 1

(a+h)° 1 1

(a+b)’ 1 1

¢) Wenn man ein Binom als Summe schreibt, kénnen die Koeffizienten der Summanden am Pas-
cal’schen Dreieck abgelesen werden. Ergénzen Sie die fehlenden Koeffizienten:
(X+h)4 - L X4 + _X3.hl + _XZ.hZ + _th3 + o h4
d) Beachten Sie dabei die Hochzahlen: Sie fallen bzw. steigen jeweils um 1.
Ergénzen Sie die Hochzahlen: (x+h)® =1 x +5x"h~+10 xh~+10 xh~ +5 xh~+ 1 h~

e) Schreiben Sie als Summe: (x+h)® =
f) Es soll (x+h)" als Summe geschrieben werden. Ergénzen Sie die fehlenden Hochzahlen .... .

Driicken Sie die fehlenden Koeffizienten ___als Zahl oder als Term mit der Variable n aus. Die restli-

chen Koeffizienten sind mit z;, z,, usw. bezeichnet.

(x+h)"= _x"+__x"th 4zg-x -h 4z, x7 che 44z, ox he xR b

Aufgabe 2 Man kann den Beweis der Potenzregel nicht fiir jede Hochzahl n einzeln durchfiihren, da
es unendlich viele nattrliche Hochzahlen gibt. Deshalb argumentiert man allgemein mit der Hochzahl
n. Beweis filr den Satz: Ist f(x) = x", dannist f(x)=n"x"* (n=1,2,3,4, . . .)
f(x+h)-f(x) _ (x+h)" -x"

h h
(2) Vereinfachen des Differenzenquotienten: Erganzen Sie die Hochzahlen .... und die Koeffizien-

(1) Differenzenquotient von f(x) an der Stelle x:

ten

(x+h)"=x"  (x"+__-x"t-ht+z5-x"-h 4z, -x7 -h 4L +n-xE-h" ) —x"

h - h
nex" otz x" 2?4z, X" h xR
h
Erganzen Sie die fehlenden Potenzen __ von h.
= X"+ g x4z, x4+t +

(3) Fir h—0 strebt der Differenzenquotient gegen den Grenzwert .. ... ... valsoist: (X)) =......
Ende des Beweises
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 3: Das Pascalsche Dreieck

Ziel: Sie sollen nach Bearbeitung dieses Blattes Terme (Binome) der Form (a+b)" (n= 2;3;4;..)
ziigig als Summe schreiben kénnen und wissen, wie diese Summe aufgebaut ist.

Aufgabe 1 Die Potenz (a+b)? ergibt als Summe geschrieben: (a + b) 2= (a + b) - (a + b) = a’ +2ab + b?

Die Potenz (a + b)*® kann man so als Summe schreiben:

(ath)’=(a+b)* (a+b)=(@+2ab+b? (a+b)y=. ... ... ... ... .. ... ... .
Berechnen Sie diese Summe.

Schreiben Sie die Summanden geordnet, beginnend mit der hochsten Potenz von a, nach absteigenden
Potenzen von a; also:

(a+b)® = a®+ ___a’b'+___ a'b?+ b’ (Ergénzen Sie die Zahlen an den Stellen ).

Aufgabe 2a) Wie konnte das unten stehende Pascalsche Dreieck aufgebaut sein? Fillen Sie die Kést-
chen im Dreieck bis zur 10-ten Zeile aus.

1
0
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 1
6 1 1
7 1 1
8 1 1
9 1 1
10| 1 1

b) Wie hatten Sie die Terme (a+b)? und (a+b)® aus Aufgabe 1 mit Hilfe dieser Tabelle schnell als
Summe hinschreiben kénnen?

¢) Schreiben Sie die folgenden Terme mithilfe des Pascal schen Dreiecks direkt als Summe, das heift
ohne Schritt fiir Schritt auszumultiplizieren.

(atb)* = a*+ _a*b'+ a*b?’+ _ a'b*+ b’

@+hy’=. . .
x+h)P=. . .
x+h)=. . .

Aufgabe 3 Beantworten Sie diese Fragen ohne Rechnung, nur durch Nachdenken.

Der Term (x + h)'® soll als Summe geschrieben werden.

a) Wie viele Summanden enthalten keinen Faktor h? Wie lauten diese Summanden?

b) Wie viele Summanden enthalten genau den Faktor h*? Wie lauten diese Summanden?

Aufgabe 4 Dieses Rechenschema funktioniert noch bei weiteren Termen. Schreiben Sie als Summe:
Q+b)¥=. . . . ... x=y)P=. .

x-1°=. . . . .. ... ... ... (2x+)=. .
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 4: Die Ableitungen von f(x)= = ; f()= = ; ()= ;...
X X X

Ziel: Zu den Funktionen f mit f(x) = 1 und f(x) = iz soll die Ableitung gefunden werden.
X X

Aufgabe 1a) Welche Zahlen sind gleich? 1; 5% 5% -5; 5% L; -25; L.
b)Die Funktionsterme l; S ; % kann man ohne Bruchstrich als Potenz schreiben. Erganzen Sie
X X X
aile di : _1_ . _ 1 _ _ 1 _
jeweils die Hochzahl: f(x) = == x ; f(X)= ==X ; f(X) = ==X
X x2 x3

Aufgabe 2 Das Ableiten von f(x) = x" mit der Potenzregel ist bisher nur fiir die Hochzahlen 0; 1; 2;
3; ... begrundet. Falls diese Regel auch fiir die Hochzahlen -1; -2; -3: . . . gelten wirde, dann
wirde flr die Ableitungen gelten (ergénzen Sie):

a) f(x) = %= x* ;  Vermutung fiir die Ableitung f'(x)=...x" = =
X

b) f(x) = iz =X ; Vermutung fir die Ableitung f'(x)=... x" = -
X X

c) f(x) = ia =x~ ; Vermutung fur die Ableitung f'(x)=...x" = =
X X

Aufgabe 3 Hier wird untersucht, ob die vermutete Ableitung aus Aufgabe 2a) richtig sein kann.
Dazu werden mit dem GTR zwei Graphen erstellt und auf Ubereinstimmung untersucht.

T

Geben Sie in den GTR die Funktion Geben Sie in den GTR direkt die in
Aufgabe 2a) vermutete Ableitungs-
funktion f* ein. Erstellen Sie den Gra-
GTR den Graphen der Ableitungsfunk- phen.

f(x) = < ein. Erstellen Sie mit dem
X

Beachte: Vergleichen Sie die Funktionswerte auch mithilfe von Wertetabellen.
Ergebnis: Die Vermutung aus Aufgabe 2a) wird durch den Vergleich der Graphen
O nicht bestatigt O bestatigt.

Aufgabe 4 Fihren Sie den Vergleich aus Aufgabe 3 fur die Funktionen f(x) =i2 und f(x) =i3 durch.
X X

Ergebnis: Die Vermutung aus Aufgabe 2b) wird O nicht bestatigt O bestétigt.
Die Vermutung aus Aufgabe 2c) wird O nicht bestétigt O bestétigt

Aufgabe 5a) Erganzen Sie mit den Ergebnissen aus Aufgabe 3 und 4 den mathematische Satz:

Eine Potenzfunktion der Form f(x) = x* (ze ) hat die Ableitung f'(x) =

b) Kreuzen Sie an, welche Funktion man aufgrund dieses Satzes ableiten kann und leiten Sie sie ab.

o f(x)=x 7. Ableitung: . . ... .. 5 f(x)= — . Ableitung: . .
X

o f(x)=x*x®. Ableitung: . . ... .. o f(x)= Jx.Ableitung: . . . .......
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 5: Die Ableitungen von f(x)= = ; f()= = ; ()= = ;...
X X X

Ziel: Zu den Funktionen f mit f(x) = 1 und f(x) = iz soll die Ableitung gefunden werden.
X X

Aufgabe 1a) Welche Zahlen sind gleich? 1; 5% 5% -5; 5% L; -25; L.
b)Die Funktionsterme l; iz ; % kann man ohne Bruchstrich als Potenz schreiben. Erganzen Sie
X X X
: : _1_ _ 1 _ . _ 1 _ .
die Hochzahl: f(x) === x ; f(X)= ==X  f(X)= —==x
X x? x>

Aufgabe 2 Das Ableiten von f(x) = x" mit der Potenzregel ist bisher nur fir die Hochzahlen 0; 1; 2;
3; ... begrundet. Falls diese Regel auch fiir die Hochzahlen -1; -2; -3: . . . gelten wirde, dann
wirde flr die Ableitungen gelten (ergénzen Sie):

a) f(x) = %z x*! ; Vermutung fir die Ableitung f'(x)=...x" = =
X
b)f(X)= —=x" ; Vermutung fir die Ableitung f(x)= ... x = =
X X
c) f(x) = ia =X ; Vermutung fir die Ableitung f'(x)=... x" =
X -

Aufgabe 3 Hier wird untersucht, ob die vermutete Ableitung aus Aufgabe 2a) richtig sein kann.
Dazu werden zwei Wertetabellen erstellt und auf Ubereinstimmung untersucht.

-—

Tragen Sie in die Tabelle die graphisch ermittel- | Tragen Sie in die Tabelle die Werte der vermute-

ten Werte der Ableitung von f (x) = 1 ein. ten Ableitung von f (x) = lein, S0 wie sie sich in
X X
Benutzen Sie dazu Figur 1 auf dem Zusatzblatt. 2a) mit der Potenzregel ergeben wiirde.
X -1 0,5 1 2 3 X -1 0,5 1 2 3
f(x) 1
XZ

Vergleichen Sie die Werte in den Wertetabellen.
Ergebnis: Die Vermutung aus Aufgabe 2a) wird durch den Vergleich der Graphen
O nicht bestitigt O bestétigt.

Aufgabe 4 Fihren Sie den Vergleich aus Aufgabe 3 fir die Funktion f(x) =i2 durch (Figur 2 Zu-
X

satzblatt)
Graphisch ermittelte Werte der Ableitung von f. | Vermutete Werte der Ableitung nach Aufg. 2b.
X -2 -1 1 2 3 X -2 -1 1 2 3
f(x) f aus
2b)
Ergebnis: Die Vermutung aus Aufgabe 2b) wird O nicht bestétigt O bestatigt.

Aufgabe 5a) Ergdnzen Sie mit den Ergebnissen aus Aufgabe 3 und 4 den mathematischen Satz:

Eine Potenzfunktion der Form f(x) = x* (ze Z) hat die Ableitung f'(x) =

b) Kreuzen Sie an, welche Funktion man aufgrund dieses Satzes ableiten kann und leiten Sie sie ab.

o fx)=x?.fx)=.....;0 f(x)=%.f’(x)=. o )= )=
X
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis
Zusatzblatt zu AB 5

1
_2 .

Figur 1: f(x):%. Figur2:  f(x) =
X

Bl
\

w

e |
w

N

N

1 1
|| _
32 10 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
-1 -1
2 -2
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 6: Beweis der Ableitung von f(x)= %

Ziel: Zur Funktion f mit f(x) = 1 soll die Ableitung hergeleitet und bewiesen werden.

X

1. Differenzenquotient an der Stelle x:

2. Der Funktionsterm von f(x) wird eingesetzt

3. Vereinfachen dieses Bruchtermes.

a) Die Briiche werden auf den Hauptnenner
(x+h)x gebracht, damit sie subtrahiert
werden koénnen.

b) Die Briiche im Zahler werden auf einen
Bruchstrich zusammengefasst

c) Der Zahler wird vereinfacht

d) Durch die Zahl h wird dividiert, indem
man mit der Kehrzahl multipliziert

e) Es wird mit h gekdrzt.

f(x+h)—f(x)
h

=

_ (x+h)-x_(x+h)-x
h

-+ )
(X+h)-x
h

_ (x+h)-x
- h

__—h 1
(Xx+h)-x h

" (x+h)-x

4. Der Grenzwert des Differenzenquotienten
fir h—0 kann jetzt bestimmt werden.

Der Grenzwert existiert und es gilt:

Ende des Beweises

£(x) = lim

h—

0(X+h)-x -
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 7: Beweis der Ableitung von f(x)= iz
X

Ziel: Zu der Funktion f mit f(x) = iz soll die Ableitung hergeleitet werden.
X

1. Differenzenquotient an der Stelle x:

2. Der Funktionsterm von f(x) wird eingesetzt

3. Vereinfachen dieses Bruchtermes.

a) Die Briche werden auf den Hauptnenner
(x+h)*x? gebracht, damit sie subtrahiert
werden kénnen.

b) Die Briiche im Zahler werden auf einen
Bruchstrich zusammengefasst und der
das Binom ausmultipliziert.

c) Der Zahler wird vereinfacht

d) Durch die Zahl h wird dividiert, indem
man mit der Kehrzahl multipliziert

e) Es wird mit h gekdrzt.

4. Der Grenzwert des Differenzenquotienten
fir h—0 kann jetzt bestimmt werden.

f(x+h)—f(x)
h

h
- + + )
(x +h)? - x?

 (x+h)®.x?
h

_—2h-h®
(X +h)? - x?

1

h

T (x+h)Z %2

Ende des Beweises

f(x) = lim
h—0

~-2x-h*

(X +h)? - x?
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 8: Herleitung der Faktorregel

Ziel: Es soll eine Regel fur die Ableitung einer zusammengesetzen Funktion f(x) = k - g(x)
gefunden werden, falls die Ableitung von g bekannt ist.

Bisher ist als einzige Ableitungsregel die Potenzregel bekannt, mit der man jede Funktion der
Form g(x) = x* (ze ) ableiten kann. Diese ,Grundfunktionen” der Form g(x) = x* kann man zu
neuen Funktionen zusammensetzen, z.B.

f(x) = 2 x? ; die Grundfunktion g(x) = x* wird mit dem Faktor 2 multipliziert.
Allgemein kann man so zu einer beliebigen Funktion g eine neue Funktion der Form
f(x) = k "g(x) bilden (ke ist eine Zahl).

Aufgabe 1
by Ay
3
’ NN
2 \[ 1)
1 f 2 ¢
X
+ >
3 2 1 2 3 1
-1 X
o2 o 123
Grundfunktion: g(x) = x Grundfunktion: g(x) = x*
a) Der zweite Graph gehort zu einer Funktion der Form f(x) = k - g(x). Bestimmen Sie k.
fx)=.. g(X)=... X fX)=... gx)=.. X

b) Hier wird untersucht, wie sich der Faktor k auf die Ableitung von f auswirkt.
Die Ableitung von g kann mit der Potenzregel bestimmt werden:
gx)=.... gx=....
Die Ableitung von f wird graphisch (Geodreieck) bestimmt. Tragen Sie die Ergebnisse in
die Tabelle ein. (Bei g(x) = x* nur Naherungswerte fiir die Ableitungen).

X -2 -2 0 1 2 X
g'(x) g'(x)
f'(x) f'(x)

Vermutetes Ergebnis: Die Ableitung f* von f ist im Vergleich zur Ableitung g” von g:
fxX)=..."9gX) fxX)=...9gX

Aufgabe 2a) Formulieren Sie die Faktorregel:

Ist f eine Funktion der Form f(x) = k - g(x) und ist die Ableitung g" von g bekannt, dann ist die
Ableitung von f: f(x) =

b) Ordnen Sie die Kartchen zu einem Beweis der Faktorregel. Beginnen Sie mit *.

Der Differenzenquotient von f(x+h)-f(x) strebt flr k-g(x+h)—k-g(x)
f wird mit g ausgedriickt h h—0 h
B k-[g(x +h) —-g(X)] *Differenzenquotient
, q(x+h)—-
k g(x k-w h von f an der Stelle x
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 9: Herleitung der Summenregel

Ziel: Es soll eine Regel fur die Ableitung einer zusammengesetzen Funktion f(x) = g(x) + h(x)
gefunden werden, falls die Ableitungen von g und h bekannt sind.

,Grundfunktionen® der Form g(x) = x* kann man mit der Potenzregel ableiten. Aus diesen
Grundfunktionen kann man neue Funktionen zusammensetzen, zum Beispiel

f(x) = x* + x> ist die Summe der Funktionen g(x) = x* und h(x) = x*.
Allgemein kann man so zu beliebigen Funktionen g und h eine neue Funktion der Form
f(x) = g(x) + h(x) bilden.

Aufgabe 1 Figur 1

Gegeben: g(x) = 0,25x* und h(x) = 0,5x ky

(siehe Figur 1).

a) Der Funktionsterm von f(x) = g(X) + h(X) 4 g
lautet: f(x) = ... ... 3

Zeichnen Sie den Graph von fin Figur 1 ein

(evtl. mit Hilfe des GTR). 2 h

b) Hier wird untersucht, wie sich das Plus-

Zeichen im Funktionsterm g(x) + h(x) auf 1

die Ableitung von f auswirkt. X
Dazu werden zwei verschiedene Zugénge o 1 1 ) 3 4 >
verglichen: | ' | | |

(1) Bestimmen Sie mit der Faktorregel < 5 5 2
gX=.... und h(x)=.... g’ (x) berechnet

Berechnen Sie die Werte der ersten drei Zei-
len in der Tabelle.

(2) Bestimmen Sie die Werte der letzten Ta-
bellenzeile graphisch in Fig 1.

h"(x) berechnet
g’ (x)"+h"(x) berechnet
f'(x) gemessen (GTR)

Vermutetes Ergebnis: Sind die Ableitungen g” von g und h” von h bekannt, dann ist die Ab-

leitung der Summe f(x) = g(x)+h(x) von g und h:

Aufgabe 2 Die Vermutung aus Aufgabe 1 richtig und heil3t Summenregel.
Ordnen Sie die Kéartchen zu einem Beweis der Summenregel. Beginnen Sie mit *.

*Differenzenquotient

Der Differenzenquotient von f
wird auf g und h zurtckgefihrt

g(x+h)-g(x) N h(x +h) —h(x)

h

h

g'(x) +h(x)

[9(x +h) —gO)] +[h(x + h) —h(x)]

f(x+h) —f(x)

h

h

g(x+h)+h(x+h)-g(x)—h(x)

h

von f an der Stelle x

strebt fur
h—0 gegen

[g(x+h) +h(x+ )] -[g(x) + h(x)]

h

Aufgabe 3 Leiten Sie mit Hilfe der Faktorregel und der Summenregel ab.

a)f(x)=3x"+2x* +1; f(x) =.

b) f(x) = 1x*—0,6x* -x ; '(x) =..
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis
Arbeitsblatt 10: Ableitung von f(x) = sin(x) und g(x) = cos(x)

Ziel: Zu f(x) = sin(x) und g(x) = cos(x) sollen die Ableitungsfunktion gefunden werden.
A by [f(x)=sin(x)

x

| _1 \:
v v v v v v v v v v
X -1 0 1 |0,5% i 4 1,57 21 2,51 3
f(x) graphisch
B by lg(9=cos(x)
e BN //’?\\\
X
3 2 1 o 1 345 60 7 B\j
v v \ A / v v v v v v
X -1 0 1 (0,57 T 4 1,51 2n 2,51 3n

g’(x) graphisch

Aufgabe 1

a) Bestimmen Sie in A an den bezeichneten Stellen graphisch die Steigung von f(x) = sin(x)
und tragen Sie die gemessenen Werte fur f'(x) in die Tabelle ein.

b) Ubertragen Sie die Werte der Tabelle aus a) als Punkte in das Koordinatensystem von A
und verbinden Sie sie zu einem Graph der Ableitungsfunktion f.

c) Wie lautet die vermutlich die Ableitungsfunktion f von f(x) = sin(x)?

Vermutung: Die Ableitung von f(x) = sin(x)ist f'(x)=.........

Aufgabe 2 Bearbeiten Sie den Graph von g(x) = cos(x) in B entsprechend Aufgabe 1.
Wie lautet die vermutlich die Ableitungsfunktion g” von g(x) = cos(x)?

Vermutung: Die Ableitung von g(x) = cos(X)istg’ (X) = .........

Aufgabe 3 Leiten Sie ab.
1a) f(x) = 2sin(x); feo=. . . .. b) f(x) = 3cos(x); fx)=.

c)f(x)=2sin(x) +2x; f(x)=. . . . . d) f(x) = -3cos(x) - x2; f'(x) = .

Aufgabe 4 Bilden Sie von f(x) = sin(x) die erste Ableitung f*, die zweite Ableitung f"* die drit-

te Ableitung ", die vierte Ableitung ™) , die fiinfte Ableitung f*) und die sechste Ableitung
V0,

f)=....f0)=.... Ff@)=....Mx)=....f0=.... f=....
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 11: Einfihrung der Funktion f(x) = € und ihrer Ableitung

Ziel: Das Auffinden von Ableitungen zu Exponentialfunktionen der Form f(x)= a*; z.B. f(x)=2".
(Beachte: Bei 2* steht x als Hochzahl, nicht als Grundzahl wie bei x°.)

A ty by / B

g(x) =4 . / h(x) = 2*

w
T
[€)]

f <
¥x

|2 10 1‘ 2| ) 2 1 0 1 2
| | |
Aufgabe 1 In A sind die Graphen der Funktion g(x) = 4* und ihrer Ableitung g” abgebildet.
a) Erzeugen Sie diese Graphen und die Wertetabellen auf dem GTR.
b) Der Graph von g’ liegt oberhalb des Graphen von g. X 1 0 1 2
Man kann vermuten: Es gibt eine Zahl k mit 9(x)

. =k- , | M:k
g9’ (x) g(x), also 000

g()
Fullen Sie zur Kontrolle dieser Vermutung die Tabelle | &)
aus. Nutzen Sie dazu den GTR. 909

(Erzeugen Sie mit dem GTR einen Graphen und eine Tabelle zum Funktionsterm % ).

Vermutung: Die Funktion g(x) = 4* hat die Ableitung g’ (X) =~ .. ... 4%
Aufgabe 2 In B liegt der Graph von h” unterhalb des hz(x) = 0 L 2
Graphen von h(x) = 2*. Erganzen Sie die Tabelle wie in -
X
Aufgabe 1. Vermutung: )
h'(x)
Die Funktion h(x)=2" hat die Ableitung h"(x)~ .. .. ~ 2% h(x)

Aufgabe 3 In A und B liegt der Graph der Ableitung oberhalb bzw. unterhalb vom Graphen
der Funktion. Suchen Sie mit dem GTR eine Funktion f(x) = a*, deren Graph mit dem Graph
der Ableitung f* Gbereinstimmt. Variieren Sie dabei die Grundzahl a.

Ergebnis: Die Funktion f(x) = a*mita~=.. ... ergibt abgeleitet sich selbst.

Aufgabe 4 Die in Aufgabe 3 gefundene Zahl a nennt man die Euler’'sche Zahle (e~.. ... )
Man kann die Zahl e nur ndherungsweise angeben. Es gilt nach Aufgabe 3:

Die Ableitung der Funktion f(x) = e ist f'(x) = €|
Leite ab: a) f(x) = 2" e b) f(x) = e* + x* c)f(x) =1 € d) f(x) = -e*
e)f(x)=e*+e*  ff(x)=1-¢e* g) f(x) = -1,5€*  h) f(x) = 3% €*
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 12: Die Verkettung von Funktionen

Ziel: Kennenlernen einer neuen Methode, zwei Funktionen zu einer neuen Funktion

zusammen zu setzen.

Aufgabe 1 Eine Funktion kann man als einen Automaten betrachten, in den man eine Zahl
einwirft und der daraufhin eine bestimmte Zahl auswirft. Ergdnzen Sie die Tabellen.

Eingabe | g:x— Jx | Ausgabe
4 2
100
u
3z V3z
2X
Aufgabe 2

Man kann zwei Automaten (Funktio-
nen) hintereinander schalten. In der
linken Tabelle kommt zuerst der Au-
tomat g und dann der Automat h.
Erganzen Sie die Tabelle.

Aufgabe 4

In dieser Tabelle ist die Reihenfolge
der Automaten(Funktionen) ver-
tauscht. Hier kommt zuerst h und
dann g.

Erganzen Sie die Tabelle.

Aufgabe 3

Eingabe | h: x> 2x+1 | Ausgabe

5

11

0,2

y

3u

2X

Eingabe |g: X Vx

9

3

Ausgabe
-

100

u

3x

Xx-1

sin(x)

Eingabe | h: x> 2x+1

lg: x> Jx | Ausgabe

9

100

u

3x

Xx—-1

sin(x)

Diese Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen heif3t Verkettung von h und g.

Je nach Reihenfolge ergeben sich die verschiedenen Funktionswerte

h(gv(é)) (lies: h von g von x) bzw.

g zuerst anwenden

g ist die innere, h die &ul3ere Funktion

g(h(x)) (lies: g von h von x).
h zuerst anwenden
h ist die innere, g die dul3ere Funktion

Es ist h(x) = x* und g(x) = x+1. Berechnen Sie oder geben Sie den Funktionsterm an.

hg)=. . ...
gh@) =. .. ..

hg(-1) =.. ...
gh(-1)=.....

h(g(u)) =. ...
gbh)=....

h(g(x)) =
g(h(x)) =

Aufgabe 4 Die Verkettung der Funktionen g und h hat je nach Reihenfolge die Namen

heg (lies: h nach g)
(h°g)(x) =h(9(x));

bzw.
bzw.

g°h (lies: g nach h)
g°h: x— g(h(x))
Bestimmen Sie zu g(x) = x* und h(x) = 3x die Funktionsterme von g-h und h-g.
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 13: Die Ableitung einer Verkettung von Funktionen

Ziel: Es soll eine Regel fur die Ableitung einer Verkettung f(x) = g(h(x))gefunden werden,
falls die Ableitungen von g und h bekannt sind.

Aufgabe 1 In der Tabelle werden nur Verkettungen f(x) = g(h(x) untersucht, die man nach
Umformen des Funktionsterms mit den schon bekannten Ableitungsregeln ableiten kann.

Beispiel: f(x) = (3x)? ist eine Verkettung. Wie lautet die Ableitung?
f kann man ohne Verkettung schreiben: f(x) = 9x*. Die Ableitung ist: f'(x) = 18x.

a) Erganzen Sie die Tabelle. In der rechten Spalte liegt das Problem!

Funktion f als Wie ergibt sich f'(x) direkt aus der Ver-
f(x) = f'(x) = Verkettung kettung?
ox° 18x h(x)=3x ; g(x)=x° | 18x=? 2(3x)" = 6xist falsch;
f(x) = g(h(x) = (3x)’ Korrekturfaktor?
4% 8x hx)=  ;9(x)= 8x=? 2(2x)'=
f(x) = g(h(x) = (2x)?
AX*+4x+1 h(x)= :g(x)=
f)=g(h(x)=(2x+1)?
x* + 2% +1 h(x)= :g(x)=
f)=g(h(x)= (x*+1)*
h(x)= ;9=
f(x)=g(h(x)=(x - 3)°

b) Aus der Tabelle kann man eine Vermutung zur Ableitung einer Verkettung erschlief3en.
Erganzen Sie die Worte ,innere(n)* bzw. ,auere(n)*. Vermutung:

Leite zunachst die Funktion ab; behandle dabei die Funktion als Variable.

Multipliziere diesen Term mit der Ableitung der Funktion.

c¢) Beurteilen Sie, ob hier richtig abgeleitet wurde.

f(x) = (6x + 4)% f(x) = 2(6x+4)6 o richtig o falsch. Korrektur: f'(x)=.......

f(x) = (2x - 4)%; f(X) = 3(2x - 4)? orichtig o falsch. Korrektur: f'(x)=.......

f(x) = (2x - 4)%; F(x) =3(2x-4) 2 o richtig o falsch. Korrektur: f'(x)=.......

fX)=(C+7)% F(X)=2(2+7) 2 orichtig o falsch. Korrektur: f'(x)=.......

Aufgabe 2a) Die in Aufgabe 1 gefundene Ableitungsregel fiir | h’ (h(x)) g

Verkettungen heil3t Kettenregel. Erganzen Sie im Kasten mit )

Hilfe der Kartchen eine mathematische Formulierung von f'.

Ist f(x) = g(h(x)) eine Verkettung von g und h, F(x) =

dann kann man die Ableitung folgendermalf3en erhalten:

b) Leiten Sie mit der Kettenregel ab. (Erganzen Sie)

f(x) = (sin(x))% (x) =2sin(x) .. ...

fx)=(@x+1)% f(x)=...@x+1)%... = (mit Bruchstrich) . . .........

f(x) = 3X—15 = (ohne Bruchstrich) . .. ... .. )=, = (mit Bruchstrich) . . ... ...
+
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 14: Die Ableitung eines Produktes von Funktionen

Ziel: Es soll eine Regel fir die Ableitung eines Produktes f(x) = g(x) - h(x) gefunden werden,
falls die Ableitungen von g und h bekannt sind.

Aufgabe 1 Bei einer Summe f = g + h von Funktionen gilt: f'(x) = g"(x) + h"(x).
Eine entsprechende einfache Ableitungsregel fur ein Produkt f = g * h gilt nicht, das heil3t im
Allgemeinen gilt: f'(x) # g"(x) - h"(x).
Zum Nachweis dieses ,Nichtgeltens” dieser Regel geniigt ein Gegenbeispiel:
f(x) =g(x) "h(x) = x* x> = x°.
a) Berechnen Sie die richtige Ableitung von f(x) = x°. Ergebnis: f(x)=...... .
b) Berechnen Sie die Ableitungen von g und h getrennt und multiplizieren Sie sie anschlie-

Bend. Ergebnis:g'(x)=....;h(X)=....; also gx) hx)=.....

Aufgabe 2 Es soll eine Regel zur Ableitung eines Produktes f(x) = g(x) - h(x) gefunden wer-
den. Dabei wird untersucht, ob sich f als Kombination von g*, h", g oder h schreiben lasst.
Fillen Sie die Tabelle aus. (In der rechten Spalte darf man ein wenig knobeln.)

g h |f=gh | Richtige Abl. g h’ Ist f* eine Kombination von
f g,h,g,h"?
x | 3x | 3% 6x 1 | 3 |6x=6g(x)

oder 2h(x) oder g(x)h"(x)+h(x)g"(x)
oder %2 g’h‘(g+h) oder hh'-3gg’

X X2 X3 3x2 1 | 2x | 3x°=
X2 X3 X°
x2 | x° X’

Vermutung: Die Ableitung von f(x) = g(x) “h(x)ist f(x)=........... .

Aufgabe 3 Herleitung und Nachweis der Vermutung aus Aufgabe 2.

Kurzform eines Beweises zur Ableitung eines Produktes (g “h) von Funktionen:

Binomische Formel: (g+h)2 =g2+2gh+h?

Beide Seiten ableiten: j \ \
(1) 2(g+h) (g+h) =29 g +2(g "h)'+2hh’
(2) (9+h) (@+h)=g'g +g h'+hh
3) g g+g h+h g+h-h'=g g+(g h)+hh
4) g h+hg = (ghy

Erlautern Sie
a) warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term (g+h)” und auf der rechten Seite
die Terme g" und h” stehen.
b) warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet
werden, aber das Produkt (g - h) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird.
¢) welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 durchgefiihrt wurde.
d) nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Zeile (3) die linke Seite umgeformt wurde.
e) das Ergebnis in Zeile (4) in Worten.
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis
Arbeitsblatt 15: Definition der Monotonie

Ziel: Die anschauliche Vorstellung von ,ansteigender Graph® und ,absteigender Graph“ soll
mathematisch prazise formuliert werden

Die Schaubilder zeigen jeweils einen Graphen einer Funktion f auf einem Intervall.

Diese Graphen sind von links nach rechts ansteigend. Dieser Graph ist absteigend.
Intervall | =[0,5;4] Intervall | =[-1,;3] Intervall | =[-1,;3]
by ry 1y
3 3 3
—2 2 \2
| X X X

0 1/2 3 4 -
__1 /

T 0
1

-2
-
-3

Aufgabe 1 Welche Aussage begriindet ein Ansteigen des Graphen von {?

a) Fur zwei Zahlen x; = 0 und x, = 1 aus | gilt f(x,) > f(x,).

b) Fur alle Zahlen x; und x, aus | gilt f(x;) # f(x,).

¢) Wenn x; und x, zwei Zahlen aus | sind und x, die grol3ere Zahl ist, dann gilt f(x;) < f(x»).
d) Wenn x; el und x;e | und X, < X,, dann gilt f(x,) < f(x,).

Aufgabe 2 Eine Funktion f heil3t streng monoton steigend

. . A
(sms) auf einem Intervall |, falls gilt: y /
Wenn Xy, X;e | und X; < X,, dann gilt f(x;) < f(x2).)

w
T

Erganze: Eine Funktion f heil3t streng monoton fallend (smf)
auf einem Intervall I, falls gilt:

N

Wenn....... .und ... ... ,danngilt..........
b) Bei der Funktion f mit f(x) = x® (siehe Figur) ist anschaulich
unklar, ob sie ,um x = 0 herum® streng monoton steigend ist.

¥y X

Fullen Sie die Tabelle aus.

1
N

x | 001 | 0001 | 0 [ 0001 | 001 | 01 /
f(x)

]
'
w

Ist nach den Tabellenwerten die Funktion f mit f(x) = x* auf R
streng monoton steigend?

Aufgabe 3 Es soll untersucht werden, ob die Funktion f mit f(x) = x3- x* auf | = [0;1] streng
monoton fallend ist.

a) Beurteilen Sie folgende Argumentation: Ich wahle x;=0 und x, = 0,5 und berechne f(x;) = 0
und f(x,) = - 0,125. Also ist f(x;) > f(x,) und daher ist f streng monoton fallend.

b) Bilden Sie sich mit Hilfe des GTR ein Urteil Giber die Monotonie von f.
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 16: Der Monotoniesatz

Ziel: Die Monotonie einer Funktion f soll ausschlielich mit Hilfe der Ableitung f* beurteilt
werden.

Aufgabe 1 Die Funktionen f und g sind beide auf  streng monoton steigend.
f(x) = x3 + x gx) =x3
A

i P

N
N w
|

1 1
X
> d
2 1 1 2 2 1,70 1 2
_‘| _1
o) 9

I =

[

fxX)=........ gx)=....... .

-1 0 0,5 1 -1 0 0,5 1

X X
f(x) g'(x)

Zeichnen Sie jeweils an den Stellen x = -1; x = 0 und x =0,5 die Tangenten an den Graphen
in das Schaubild.
b) Welcher Zusammenhang wird durch Aufgabe a) bestatigt? Begriinden Sie.

(1) Wenn f(x) > O fur alle x, dann ist f streng monoton steigend.

(2) Wenn f streng monoton steigend ist, dann ist f'(x) > O fir alle x.

Aufgabe 2 Der Monotoniesatz sagt aus, welche Bedingung man an die Ableitung einer
Funktion stellen muss, damit man auf strenge Monotonie schlie3en kann.
Formulieren Sie mit den Satzteilen den Monotoniesatz fir ,sms* und ,smf*.

Wenn

f sms auf | dann ist f'(x) >0 furalle xe

f'(x) <0 furalle xel Wenn dann ist fsmf auf |

Monotoniesatz fir sms:

Monotoniesatz fur smf:
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 17: Definition ,,lokale Extremstelle®

Ziel: Die anschauliche Vorstellung von ,héchster Punkt eines Graphen® bzw. ,niedrigster
Punkt eines Graphen® soll mathematisch prazise formuliert werden.

RSl aEEN I
P D A A A
RN T iNA |k RVARVE

Fig.1 Funktion f Fig.2 Funktion g Fig.3 Funktion h

w

N

¥ X

¥x

]

Aufgabe 1 Der Graph von g in Fig. 2 besitzt keinen Punkt, der ,tiefer als alle anderen Punk-
te des Graphen® liegt. Der Punkt T(3| -1) hat jedoch die Eigenschatft, in einem Intervall wie
z.B. [2;4] der ,tiefstliegende Punkt zu sein®. Man sagt deshalb:

g hat an der Stelle x; = 3 das lokale Minimum f(x;) = -1.

a) Erganzen Sie: g hat an der Stelle x, = . . . das lokale Maximum f(x,) =.....
b) Formulieren Sie zur Funktion f in Fig.1 eine entsprechende Aussage wie in a).

fhatander Stellex;= . . . . . . . . . . . L s
¢) Geben Sie zur Funktion h in Fig.3 alle Stellen im Intervall [-0,5;4,4] an, an denen ein loka-
les Maximum bzw, ein lokales Minimum vorliegt.

Aufgabe 2 Es gilt folgende mathematische Prézisierung:

Definition: Eine Funktion f hat an der Stelle z ein lokales Minimum,
wenn es ein Intervall | mit zel gibt, so dass fir alle uel gilt: f(u) = f(z).

a) Geben Sie mdgliche Intervalle | an, sodass die Definition fir ein lokales Minimum bei der
Funktion g aus Fig.2 an der Stelle x, =3 zutrifft. I=[...;...] oderl=[...;...].

Geben Sie ein Intervall J an, fir das die Definition nicht zutrifft. J=1[...;...].
b) Formulieren Sie eine entsprechende Definition fir ,lokales Maximum?®.

Definition:

Aufgabe 3 Hat die Funktion an der Stelle x = 2 ein lokales Minimum? Lesen Sie dazu die
Definition aus Aufgabe 2 genau.

A A A
a) y b) by 0) y

N
\S]
N

¥

¥
A Ko

Seite 18 von 22



Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis
Arbeitsblatt 18: Erstes Kriterium fur lokale Extremstellen

Ziel: Es sollen lokale Extremstellen einer Funktion nur mit Hilfe des Funktionsterms und oh-
ne Kenntnis des Graphen bestimmt werden.

f(x)=0,5x-2x+1 hat ein lok. Minimum bei x,=2. g(x)=-0,5x*+2x hat ein lok. Maximum bei x,=2.

\ by / by
2 2
| | // \\

o
A
N
w
N
I

¥ x
N
w
o

L B

B /2 \

Aufgabe 1 a) Leiten Sie die Funktionen ab und erganzen Sie die Ableitungen in der Tabelle.
fxX)=........ gx)=....... .

0 1 2 3 4 X 0 1 2 3 4

X
f(x) g'(x)

b) Farben Sie jeweils denjenigen Teil des Graphen rot, fur den f'(x)< 0 gilt und denjenigen
Teil blau, fur den f'(x) > 0 gilt. Markieren Sie Teile mit f'(x) = 0 mit griiner Farbe.

c) Erlautern Sie, wie man ohne Kenntnis des Graphen, nur mit Beniitzung der Funktions-
terme von f und f* (bzw. von g und g") die Extremstelle x, = 2 finden kann.
Wie kann man zuséatzlich entscheiden, ob es sich um ein Minimum bzw. ein Maximum
handelt?

Aufgabe 2 a) Erganzen Sie mit Hilfe von Eigenschaften der Ableitung f".

(1) Wennf(xg) =0undlinksvonx, . . . . . undrechtsvonx, . . . . . .
dann hat f an der Stelle X, ein lokales Minimum.
(2)Wenn . . . . ,

dann hat f an der Stelle x, ein lokales Maximum.
b) Veranschaulichen Sie die Bedingungen (1) und (2), indem Sie in das obere Koordinaten-
system jeweils den Graphen von f* bzw. von g~ skizzieren.
c) Erlautern Sie, warum man die Bedingung (1) auch so beschreibt: f* hat einen
Vorzeichenwechsel von Minus nach Plus.

Aufgabe 3 Ist die Behauptung richtig? y
Wenn f'(xo) = 0, dann hat f bei x, eine Extremstelle 1

X
Beachten Sie den nebenstehenden Graphen von 170 1 >
f mit f(x) = x°. 1
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 19: Linkskurve; Rechtskurve; zweite Ableitung

Ziel: Die anschauliche Vorstellung von ,Linkskurve® und ,Rechtskurve® soll
mathematisch prazise mit Hilfe der zweiten Ableitung formuliert werden.

Aufgabe 1 Stellen Sie sich den Graphen als Stral3e in der x,y-Ebene vor, die man mit einem
Auto von links nach rechts befahrt. Man durchfahrt dabei Linkskurven und Rechtskurven.
a) Farben Sie die Linkskurven blau, die Rechtkurven rot.

Jy ly Ay Jy

X X X X

>

ol 1 2 3 4 of 1 2 3 4 of 1 2 3 4 of 1 2 3 4

b) Skizzieren Sie in das Koordinatensystem den Graphen der Ableitung f".

Ay ﬂy Ay ﬂy
2 2 2 2
—1 —1 1 —1
X X X X
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 12 3 4
1 1 x| 1
=& =& [ =& =2

¢) Schreiben Sie zu jedem Graphen in b) dazu, ob er streng monoton fallend (smf) bzw.
streng monoton steigend (sms) ist. Prazisieren Sie die anschauliche Vorstellung von ,Links-
kurve® und ,Rechtskurve“ mit Hilfe der Monotonie der Ableitung f".

Der Graph von fist im Intervall | eine Linkskurve, wenn .

Der Graph von fist im Intervall | eine Rechtskurve, wenn .

Aufgabe 2 Die Begriffe ,Linkskurve® und ,Rechtskurve” eines Graphen einer Funktion f sind
nach Aufgabe 1 mit Hilfe der Monotonie der Ableitung f* festgelegt. Die Monotonie von f’
kann man mit dem Monotoniesatz mit Hilfe der Ableitung f* von f* beurteilen.

a) Geben Sie fur die Funktionen aus Aufgabe 1 an, ob f im Intervall [0;4] groRer Null, gleich
Null oder kleiner Null ist. Ergadnzen Sie.

Linkskurve

f ist

b) Erganzen Sie eine Eigenschaft von .
Wenn. . . . . . . . . . . ,dannistder Graph von fistim Intervall | eine Linkskurve.

Wenn. . . . . . . . . . .,dannistder Graph von fist im Intervall | eine Rechtskurve.

Aufgabe 3 Gegeben ist der Graph von f(x) = x*. \ by /

a) Erganzen Sie: f'(x)=. . . . ;f" ¥ =
b) Im abgebildeten Intervall ist: (streichen Sie das Falsche aus) \
- der Graph von f eine Linkskurve / Rechtskurve / weder noch

- die Abl. f* streng mon.steigend / streng mon.fallend / weder noch 1
- die zweite Ableitung " ist gréRer Null / kleiner Null / weder noch \
c) Gilt auch die Umkehrung der Satze von Aufgabe 2b)? 1 L]

w
—

y <
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 20: Zweites Kriterium fir lokale Extremstellen

Ziel: Formulierung eines Kriteriums fur Extremstellen ohne die Bedingung des

,Vorzeichenwechsels®, da dieser umstandlich nachzuweisen ist.

Aufgabe 1 Das Schaubild zeigt jeweils den Graphen einer Funktion f und ihrer Ableitung f.
Bearbeiten Sie die Aufgaben a) — ¢) zunachst ganz fir die erste Funktion usw. .

Minimum bei Xxg = 1

Maximum bei x, =1

Xo = 0 ist keine Ex-
tremstelle

Minimum bei X, = 0

Ay /
1
/

I

—1
X

le

7

A Rad

7
/

¥y X

0 {

N
f(x) = x> — 2x

FO)=. . ..

-y \
f(x) = -x*+ 2x

F)=. ...

-1

_'/0 1
/

f(x) = X3

F)=. ...

-1 1

.
f(/x) =x*

F)=. ...

a) Erganzen Sie die Ableitungen f" und .
b) Stellen Sie fest, ob f an der Stelle x, einen VZW hat und geben Sie ggf. die Art des

VZW an.
VZW von f* bei xo=1: | VZW von f" bei xo=1: | VZW von " bei x,=0: | VZW von f" bei x,=0:
oJa oNein oJa oNein oJa oNein oJa oNein
VZW von f VZW von f VZW von f VZW von

von ...nach..

von ...nach..

von ...nach..

von ... nach..

c) Bestatigen Sie, dass das Vorzeichenwechselkriterium bei allen gezeigten Funktionen die
Existenz einer Extremstelle richtig beurteilt.

Aufgabe 2 a) Bestimmen Sie zu den Funktionen aus Aufgabe 1 den Wert von f7(x,) und
erganzen Sie, ob " (x,) grol3er/kleiner/gleich Null ist.

@)= . . 1) = . . ) = . . °0) = . .
f'(1) ..0 f'(1)=..0 f70) . .0 f7(0) . .0

b) Beurteilen Sie, inwieweit man auf Grund des Wertes von f”"(X,) auf einen Vorzeichen-
wechsel von f an der Stelle xo = 1 bzw. xo= 0 schlieRBen kann.

Aufgabe 3 Im Satz steht das schon bekannte Vorzeichenwechselkriterium. Ersetzen Sie den
unterstrichenen Teil durch eine andere Bedingung mit f"*, so dass der Satz gultig bleibt.

Satz Bedingung mit f":
a) Wenn gilt: f"(xo) =0 und f'(x) hat bei x, einen VWZ von a)

—hach +, dann hat f bei X, ein lokales Minimum.
b) Wenn gilt: f“(Xo) = 0 und f'(x) hat bei X, einen VZW von b)

+ nach —, dann hat f bei X, ein lokales Maximum.

Aufgabe 4 Welche Folgerung zu Extremstellen ist richtig, wenn gilt: f'(Xo)= 0 und " (x)= 0?
(1) f hat an der Stelle x, sicher keinen Extremwert.

(2) f hat an der Stelle X, sicher einen Extremwert, ob ein Minimum oder ein Minimum ist un-
bekannt.
(3) f kann an der Stelle x, einen Extremwert haben, muss aber nicht.
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Schilerarbeitsblatter: Definieren und Beweisen in der Analysis

Arbeitsblatt 21: Wendestellen

Ziel: Die Stellen eines Graphen, an dem er von einer Linkskurve in eine Rechtskurve tber-
geht (und umgekehrt) sollen ohne Kenntnis des Graphen bestimmt werden.

Aufgabe 1 a) Farben Sie in den Graphen Linkskurven rot, Rechtskurven blau. Markieren Sie
die Punkte des Ubergangs von einer Linkskurve in eine Rechtskurve (oder umgekehrt) griin.
Diese Ubergangspunkte nennt man Wendepunkte des Graphen von f.

Beide Graphen haben den Wendepunkt W( | ) an der Wendestelle xo = . ..

SAy / BW\

/

B 1
2

1 2 3 4

: - \

b) Skizieren Sie in das Koordinatensystem jeweils den Graphen der Ableitung.
Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen den Wendestellen von f und den Extremstel-
len der Ableitung f".

N

N
~

Aufgabe 2 Benutzen Sie das Ergebnis aus Aufgabe 1 und formulieren Sie mit Hilfe der
Kriterien (1) und (2) fur Extremstellen Kriterien fir Wendestellen von f.

Kriterium (1): Wenn f'(xo) = 0 ist und f'(xo) einen VZW hat, dann hat f an der Stelle x, ein Ex-
tremum. Dieses Kriterium auf Wendestellen Ubertragen ergibt das

1. Kriterium fur Wendestellen von f (entspricht Extremstellen von )

Wenn. . . . . . . . . . . . . ,dannhatfan der Stelle xo eine Wendestelle.

Kriterium (2): Wenn f'(xo) = 0 und " (x) > 0 oder f"(xo) < 0 ist, dann hat f an der Stelle x, ein
Extremum. Dieses Kriterium auf Wendestellen Ubertragen ergibt das

2. Kriterium fir Wendestellen von f (entspricht Extremstellen von )

Wenimn . . . . . . . . . . . . . ,dannhatfan der Stelle x, eine Wendestelle.

Aufgabe 3 In der Figur ist der Graph von f(x) = x° abgebildet. K

a) Beurteilen Sie:
= f hat an der Stelle x, = 0 einen Wendepunkt Oja onein !
= Das erste Kriterium fur Wendestellen ist erfullt gja onein
» Das zweite Kriterium fir Wendestellen ist erfillt  oja onein

P

y X

b) Welche Folgerung ist richtig, wenn " (x,)=0 und """ (x¢)=0 ist?
(1) f hat bei x, sicher eine Wendestelle

(2) f hat bei x, sicher keine Wendestelle

(3) f kann bei x, eine Wendestelle haben, muss aber nicht.
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