Projekt: Cola-Geschmackstest

Einleitende Bemerkungen

Die Realitat umfasst sowohl deterministische als auch nicht-deterministische
Phanomene. Insofern stellt die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine notwendige
Abrundung der im Mathematikunterricht vermittelten Kenntnisse, Denkfahigkeiten und
Arbeitsweisen dar. Sie kann wertvolle Hilfen fir alltagliche Probleme geben.
Bemerkenswert sind die besondere ,Art des Denkens® (Entscheidung unter
Unsicherheit) und ihr experimenteller Charakter.

Dieser experimentelle Charakter muss im Unterricht zum Tragen kommen, die Inhalte
sollten sich am Alltag orientieren und die Modellbildung sollte motivierend und
schilergerecht sein.

In dem vorgeschlagenen Projekt fir die Klassenstufe 10 werden aus den Klassen 7
bis 9 Baumdiagramme, Pfadwahrscheinlichkeiten, sowie die Begriffe Zufallsvariable
und Wahrscheinlichkeitsverteilung vorausgesetzt. Es sollen Bernoulli-Ketten und
Alternativtests erarbeitet werden.

Es geht darum, den Prozess der ,Modellierung” in einem motivierenden Beispiel
durchzufihren. Deshalb wird hier nicht der ,klassische* Weg eingeschlagen und
zunéchst die Binomialverteilung ,an sich" erarbeitet, um sie erst anschlie3end
,<anzuwenden".

Steht eine Testsituation am Anfang, ergibt sich die Binomialverteilung als
.vergleichsverteilung” und rechtfertigt damit eine nachfolgende eingehende
Betrachtung und Untersuchung.

Die Binomialkoeffizienten und die Binomialverteilung koénnen mithilfe des GTR
bestimmt werden, der Schwerpunkt liegt auf der Modellbildung, die Kombinatorik soll
nicht vertieft werden.

Uber die Behandlung einfacher Tests erfolgt ein Einstieg in die beurteilende Statistik,
die erst in der Sekundarstufe Il vertieft werden soll. Die Interpretation der Fehler kann
angemessen bericksichtigt werden.

Leiidee , Daten und Zufal* Klasse 9/10

UE |Kompetenzen Inhalte
Beschreibungstechniken fiir Ereignisse mit Mengen beschreiben
Zufallsversuche anwenden Gegenereignis
1 |Wabhrscheinlichkeit von Ereignissen Schnitt- und Vereinigung von Ereignissen
bestimmen Additionssatz
Laplace-Versuches
Erwartungswert einer Zufallsvariablen Zufallsvariable (Tabellendarstellung)
2 |verstehen und berechnen Erwartungswert
Verstandnis fur den Begriff der Unabhangigkeit von Ereignissen
3 | Unabhangigkeit von Ereignissen Vierfeldertafel
entwickeln
Die Binomialverteilung als spezielle Bernoulli-Experiment
4 Wahrscheinlichkeitsverteilung bei Binomialverteilung
Bernoulli-Experimenten verstehen und Anwendungen
anwenden GTR-Funktionen
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Das Projekt: , Cola-Geschmackstest*

1. u. 2. Stunde

e Das Experiment
Wir wollen feststellen: Ist die Klasse eine Cola-Schmecker-Klasse oder nicht?
Der bevorstehende Test wird ausfihrlich erlautert:
In vier Glaser wird zufallig jeweils eine der Cola-Sorten Coca-Cola, Coca-Cola light
und Pepsi Cola gefillt. Man kann die Cola-Sorten z. B. durch viermaliges Werfen
eines Wirfels (1,2: Coca-Cola; 3,4: Coca-Cola light und 5,6: Pepsi Cola) auf die vier
Glaser verteilen.
Mogliche Verteilungen werden ausfihrlich besprochen.
Die Aufgabe der Schiler besteht darin, nach dem Probieren aus den vier Glasern
jedem die richtige Cola-Sorte zuzuordnen und auf einem vorbereiteten Testbogen
einzutragen (kein Vergleichstest!).
Wichtig: Kommentare beim Experiment beachten und spater in Gesprach einbringen
(keine Ahnung — Raten......)
Die 26 (je nach KlassengrofRe) ausgefiillten, noch nicht ausgewerteten Testbdgen
werden in einem verschlossenen Umschlag bis zur Auswertung am Ende des
Projekts aufbewahrt (Motivation, emotionale Bindung).

e Gruppenarbeit und Hausaufgabe:
Wie wollen wir auswerten?

In dieser Phase soll den Schilerinnen und Schilern die Méglichkeit gegeben
werden, die entscheidende Idee ,Betrachtung einer ,Nix-Schmecker-Klasse“ zu
finden.

Man konnte natirlich im Verlauf der Stunde einzelnen Gruppen helfen, muss es aber
nicht.

(Wie kénnen wir feststellen, ob wir gute Schmecker sind?

Was ware die Alternative?

Kdnnten unsere Ergebnisse nicht auch durch Raten ganz zuféllig entstanden sein?
Wo hort Raten auf, wo fangt schmecken an? ...)

Die verschiedenen Vorschlage zum weiteren Vorgehen werden im Plenum diskutiert.
Sollte bisher eine ,Nix-Schmecker-Gruppe* als Vergleichsméglichkeit nicht
bertcksichtigt worden sein, wird dies jetzt von der Lehrkraft angeregt.

Ergebnis: Die Klasse vergleicht mit einer ,Nix-Schmecker-Gruppe*
und einigt sich auf einen ,Schmeckerbereich”.

e Schéatzen der Gesamtanzahl der Treffer bei ,Schmeckern* und ,Nix-Schmeckern* auf
vorbereitetem Arbeitsblatt.

3. Stunde

e Simulation einer Klasse von 28 Nix-Schmeckern.

Gespréach uber Festlegung des Vorgehens:

0 Zundachst Verteilung der Colasorten auf die Glaser durch Wiirfeln festlegen.
Danach 28 - 4 mal wiirfeln, um den Geschmackstest zu simulieren (GTR).

o Ergebnisse der 14 (je zwei Schuler fihren eine Simulation durch) Simulationen
sammeln, mit Schatzwerten vergleichen und diskutieren.
Wichtig: Sammeln eigener Erfahrungen tber Zufallsschwankungen. Vergleich mit
eigenen Erwartungen: Es kann sein, dass ,Nix-Schmecker” vergleichsweise gut
abschneiden (Vorbereiten des Begriffs der Irrtumswahrscheinlichkeit).
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4. Stunde

Arbeitsauftrag
Ermittle die Einzelwahrscheinlichkeiten fur 0, 1,....,4 Treffer.

Es ist sinnvoll, die Anzahl der Proben auf 4 zu reduzieren, um eine Berechnung der
Einzelwahrscheinlichkeiten mithilfe der Pfadregel zu ermdglichen, so dass die aus
vorhergehenden Bausteinen bekannten Mdglichkeiten des Baumdiagramms genutzt
werden koénnen.

Ubung / Hausaufgabe
Variation der Trefferwahrscheinlichkeit
Variation der Probenanzahl (2, 3, 5)

5. u. 6. Stunde

Besprechung der Hausaufgabe unter Berticksichtigung der Aspekte:
o Systematisches Abzahlen und Uberlegen

0 Baumdiagramm, Pfadregeln

0 Ausnutzen von Symmetrien

o Uberprifen der Ergebnisse (z. B. geeignete Summenbildung)

Verallgemeinerung fir n Proben, Formel der Binomialverteilung:
Das Abzahlergebnis kann mithilfe des Pascalschen Dreiecks verdeutlicht werden:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
'
1 5 ™ 10 10 5 1

Um bei 5 Versuchen zwei Treffer zu erhalten, gibt es zwei Mdglichkeiten: Man hat
bei 4 Versuchen einen Treffer und dann einen weiteren Treffer oder man hat bei 4
Versuchen bereits zwei Treffer und dann eine Niete. Auf diese Weise kann das
rekursive Vorgehen am Pascalschen Dreieck erarbeitet und verdeutlicht werden. Die
Schritte von 5 nach 6, 6 nach 7, ...... , usw. werden nicht mehr einzeln durchgefiihrt,
sondern die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten erfolgt Gber die nun ,gefundene

Formel* fir die Wahrscheinlichkeiten P(X =k) = (E) (1 p)mk und wird dann

dem GTR Uberlassen.

[EJ wird verwendet als Kurzschreibweise fiur die Anzahl der Pfade im

Baumdiagramm, die bei n Proben zu k Treffern filhren. Es wird darauf verzichtet den
Term exakt Uber Fakultaten zu definieren.

Ubungs- und Hausaufgaben zu Binomialverteilungen
Einsatz des GTR

o Befehle ,pdfbin“, ,cdfbin“

o grafische Darstellung (Histogramm)
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7.—9. Stunde

Aufbau eines Hypothesentests:

Frage: Ist die Klasse eine ,Cola-Schmecker-Klasse“?

Die Hypothese , Die Klasse besteht aus Nix-Schmeckern“ soll widerlegt werden
(Nullhypothese, Alternativhypothese).

Was leistet eine Nix-Schmecker-Gruppe?

— Testvariable X (: Anzahl der ,Treffer*) ist binomialverteilt mit n = 112 (28 mal 4)

undpzé.

P(X =k) = [E) P @-pyr.

Berechnung einzelner Wahrscheinlichkeiten mit dem GTR.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine ,Nix-Schmecker-Klasse" in dem in der
2. Stunde vereinbarten ,Schmeckerbereich” liegt?

Festlegen eines ,neuen Schmeckerbereiches" (Entscheidungsregel).
Diskussion: Der ,Schmeckerbereich” (Ablehnungsbereich) kann nicht berechnet
werden, sondern muss in einer ,willkirlichen* Entscheidung festgelegt werden.

Gespréch dber die Unsicherheiten:

Je kleiner die Grenze, desto unsicherer eine mégliche Entscheidung zugunsten der
Schmecker-Hypothese.

Mal fur die Unsicherheit? — Irrtumswahrscheinlichkeit.

Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeit.

Interpretation der Irrtumswahrscheinlichkeit

Auswertung des Experimentes:

Der verschlossene Umschlag wird gedffnet, die Testbdgen werden ausgewertet.
o0 Wie viele Treffer hat die Klasse erzielt?

o Kann die Nullhypothese abgelehnt werden?

o Diskussion der Ergebnisse

Diskussion:

o Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine ,Nixschmecker-Klasse*
falschlicherweise als ,Schmecker-Klasse* eingestuft?

o Die Trefferwahrscheinlichkeit fir eine ,Schmecker-Klasse" ist eine willkirliche
Festlegung.

Arbeitsblatt:

o Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine ,Nixschmecker-Klasse*
falschlicherweise als ,Schmecker-Klasse" eingestuft?
=  Berechnung fir mehrere Trefferwahrscheinlichkeiten
= Grafische Darstellung

0 Berechnung von Irrtumswahrscheinlichkeiten bei vorgegebenem
Ablehnungsbereich.

o0 Berechnung von Ablehnungsbereichen bei vorgegebenen
Irrtumswahrscheinlichkeiten.
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