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Vertieft verstandnisorientierte Ubungsaufgaben aus der Geometrie
Losungen

AUFGABE 1 Gegeben sind die Punkte A(4| —2]1),B(3|5|3) und C(—2 | 4| 4).

a) Begrtinden Sie, dass das Dreieck ABC nicht zu einer Raute ABCD erganzt werden
kann.

-1
Esgiltﬁ=<7)undsomit |AB| = /(-1)2+ 72 +22 =54 =36 .
2
—_— _5 —y
Es gilt BC = [ —1 | und somit |BC| = \/(=5)2+ (-1)2 + 12 =27 = 3-V3.
1

Esgilt_A_C’=<6)undsomit |AC| = /(=6)2 + 62 +32=+/81=9.
3

Da alle drei Vektoren eine unterschiedliche Lange besitzen, kann das Dreieck ABC
nicht zu einer Raute erganzt werden.

b) Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes D so, dass das Viereck ABCD ein
Drachenviereck ist.

Gesucht ist ein Punkt D in der Ebene ABC mit der Eigenschaft, dass B und D
achsensymmetrisch zur Diagonalen AC liegen.

4 -6
Sei P ein beliebiger Punkt auf AC, dann gilt: § = d@ + r - AC = (—2) +r- ( 6 )

1 3
Also P(4 — 6r | — 2 + 6r |1 + 3r). Es muss gelten: BP - AC = 0

1—6r —6
ﬁ-E=<—7+6r>-<6)=—6+36r—42+36r—6+9r=81r—54=0
—2+3r 3
54 2
-3
)
3

>r=2=23P0]2]3)

3 -3
P ist die Mitte der Strecke BD > d =bh + 2-BP = <5> +2- (—3)

3 0
2 D(-3|-1]3)
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c) Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Drachenvierecks.
Es gilt A =~ - [AC| - [BD|. Mit BD = (—6) folgt [BD| = /(=6)2 + (=6)2 + 02 = 6 - V2
0

-)A=§-9-6-\/i=27-\/i

d) Fur den Punkt D(—3 | — 1 |3) ist das Viereck ABCD ein Drachenviereck.
Auf der Geraden AC gibt es einen Punkt E so, dass das Viereck ABED eine Raute
ist. Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes E.

T 3\ [-7\ [+
EsmussgeltenBE=AD=( 1 |2e=b+AD=(5]|+| 1 |=| 6
2 3 2 5

2> E(—4|6]5)

—

Alternative: P ist die Mitte der Strecke AE > é=a + 2 AP
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AUFGABE 2 Gegeben sind die Punkte P(4 | — 3 |2) und Q(—4 |1 10).

a) Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes R, der sowohl von P als auch von
Q den Abstand 10 besitzt.

Es gilt: PQ = ( 4
8
Sei M die Mitte der Strecke PQ =& M (4+( %) | —3+d | 2+10) = MO|-1]6)

) und somit [PQ| = /(—8)% + 42 + 82 = 144 = 12.

——2 —2
Es gilt: [PM| =212 = 6 und [PM|” + [MR|” = PR & [MR|" = 102 — 6? = 64

= |MR| = 8 zudem muss gelten MR - PQ = 0

2
Zum Beispiel: MR = k - 2)-)k-\/22+22+12=3k=8-)k=§

> Wi ()

R(T 5 5)

b) Begriinden Sie, dass es keinen Punkt gibt, der sowohl von P als auch von Q den
Abstand 5 besitzt.

Da die Strecke PQ die Lange 12 besitzt, ist M der Punkt mit dem geringsten
gleichen Abstand zu P und Q. Dieser Abstand betragt 6 Langeneinheiten, daher
gibt es keinen Punkt der von P und von Q den Abstand 5 hat.

,_x
0\
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-)?=m+mi=(_>
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w|oow|m
/__\
\___/
/__\

c) Gegeben ist die Ebene E: x; — 2x, + 2x3 = 14.

Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes T, der in E liegt und sowohl von P
als auch von Q den Abstand V117 besitzt.

P und Q liegen beide auf E. Es gilt: [PM| + [MT| = [PT|
> [MT|” = 117 — 62 = 81 & |[MT| = 9 zudem muss gelten MT 1 PG und MT L &

1
mit § = (—2). Somit folgt: MT = k- PQ x 1§
2

-8 1 24
PQ X1 = < 4)><<—2> = (24) > |PQ x | = V242 + 242 + 122 = 36
8 2 12
24 6
(z2)-()
12 3

0 6 6
Somit folgt: T = m + MT = <—1) + (6) = (5) 2> T6]|5]9)
6 3 9

Wegen |MT| =9 gilt: k=i-) MT =

Y

w
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AUFGABE 3 Die Punkte A(3|0]3),B(6]|12]6),C(—1|8]|11),D(—6|0]12)
und S sind die Eckpunkte einer Pyramide.

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E in der die Grundflache
ABCD der Pyramide liegt.

. 3\ _| —4 . 3 —4 72 2

AB=|12);AC=( 8 |2 ABxAC=(12]|%x| 8 |=(-36]|=2>10=|-1
3 8 3 8 72 2

= E:2x; — X, + 2x3 = d ; Punktprobe mit A liefert: E: 2x; — x, + 2x3 = 12

b) Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Drachenviereck ist.

Zu zeigen: |AB| = |AD| und |BC| = |CD|

|AB| = V32 + 122+ 32 =162 =92

-9
ﬁ=(0)-)|ﬁ|=\/(—9)2+02+92=\/16 =9-2
9

—7
BC = (-4) > [BC| = /(=7)2 + (—4)? + 52 =90 = 310
5

-5

CD = (—8> > [BC| = /(=5)7 + (-8)7 + 1= ¥90 = 3- V10
1

Demnach ist ABCD ein Drachenviereck.

c) Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes S so, dass die Pyramide ein
Volumen von 540 Volumeneinheiten besitzt.

Flacheninhalt der Grundflache: A =~ - [AC| - [BD

—4
Ez(S>9|E|=\/(—4)2+82+82=\/144=12
8

~12
BD = (—12) > |BD| = /(—=12)Z + (—12)% + 62 = \/324 = 18
6
> A=:-|AC|-|BD| =>-12-18 = 108
2 2

Fir das Volumen der Pyramide gilt: V = § *A-h= % 108-h =540 2> h =15

3 2 13
i = /22 + (-1)2+22 =3 > z.B. §=a+5-ﬁ=<o>+5-<_1>:<_5>

3 2 13

2> S(13|-5]13)
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2
AUFGABE 4 Gegeben ist die Gerade g: X = r - (—4).
4

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der sowohl die
X1 — Achse als auch die Gerade g liegen.

Ansatz: E:x, + c+x3 = 0und A(2 |—4 | 4) liegt auf E.
9—4+C4=09C=19EX2+X3=0

b) Die x; — Achse und die Gerade g schlie3en zwei Winkel ein.

-8
Weisen Sie nach, dass die Gerade w: X = s - ( 4 ) die Winkelhalbierende eines
—4
der beiden Winkel ist.
2 1
U=(—4|D U =22+(-4)2+42=6;v=(0]|> V=1
4 0

Der Vektor w = U + 6 - v ist ein méglicher Richtungsvektor einer der beiden
Winkelhalbierenden.

(3603

-8 8 8
Mitw: X = s - ( 4 > = -5 (—4) =t- (—4) folgt, dass w eine der beiden Winkel-
—4 4 4

halbierenden ist.

c) Bestimmen Sie eine Gleichung der Winkelhalbierende w* des anderen Winkels.
Esgiltw* L w.

0
Sei w* ein Richtungsvektor von w*, dann gilt: w* L w und w® L mit 1 = <1> .

-8 0 8 8 1
9W:WXH:<4)X(1>:(8>9W*5C):T‘(8)
—4 1 -8 -8
2 1 —4 8 —4
Alternative: w* = (—4) —6- <0> = <_4> - Kontrolle: _%< 8 ) - (_4>
0 4 -8 4

4
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AUFGABE 5 Gegeben sind die Punkte A(2 [—-3 |1) und B(6 | 5| 7).

a) Berechnen Sie die Lange der Strecke AB.

4
A_B’=<8>-)|ﬁ|=x/42+82+62:\/116=2-m
6

b) Es gibt auf der Strecke AB einen Punkt T, der von A dreimal so weit wie von B
entfernt ist.

Bestimmen Sie die Koordinaten von T.

4 3
Esgiltﬁ=3-ﬁ=%-ﬁ=%-<8>=(6>

6 4,5

. 2 3 5
-)E=&+AT=<—3>+(6>=<3)-)T(5|3|5,5)
1 4,5 5,5

c) Auf der Geraden AB gibt es einen zweiten Punkt T*, der ebenfalls von A dreimal
so weit entfernt ist wie von B.

Bestimmen Sie die Koordinaten von T*.
4 6
6 9
- (2 6 8
Dt*=a+AT* = -3 |+ 12 =<9>-)T*(8|9|10)
1 9 10

d) Auf der Geraden AB gibt es zwei Punkte R und R*, die beide k- mal so weit von A
entfernt sind wie von B (k > 1).

| W

Es gilt AT* =3-BT* =2-AB =

N W

Begriinden Sie, dass es ein k gibt, so dass die Strecke RR* genau so lang wie
die Strecke AB ist.

78— LA und BRF = L. A8
Es gilt RE = ——- AB und BR® = - AB

RR = RB+BR = - AB+ -1 AB = (= + ) - A8 = 2. AB
SRR =RB+BR = - AB+ - AB = (= + =) AB = > AB

2k

= Mit RR* = AB folgt .5~

1=22k=k*—-1

> k?-2k-1=0
Losung der quadratischen Gleichung: D = (—2)2+4 =8
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ki =25 = 14v2 S Mitk > 1folgt ky = 1+ V2

—

Alternative: Fir k = 2 folgt RR* = g-ﬁ und fur k = 3 folgt RR* = = - AB.

Slw

Sei f mit f(k) = kf‘_‘l. Da f fiir k > 1 stetig ist und f(2) =

bzw. f(3) = % gilt, muss f(k) im Intervall ] 2 ; 3 [ mindestens einmal
den Wert 1 annehmen.




