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,Mit
Binomialverteilungen
umgehen”

Klasse 10

S. Gottge-Piller
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3.2.5 Leitidee Daten und Zufall

https://pixabay.com/de/spirale-farbband-griin-wirbel-311612/
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3.3.5 Leitidee Daten und Zufall

2 >4 xx m

Bereits bekannte KenngroRen

aus5-—38 [

*  Minimum [

e  Maximum

* Mittelwert (arithmetisch)
* Unteres Quartil

* Oberes Quartil

e Median

2018/2019

Binomialverteilung
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Binomialverteilung ...

Bildungsplan Fachliches Unterricht H G

EEEEE

@inomialkoefﬁzient und Kombinator@

Anknlipfend an die Aufgabenstellungen aus Klasse 7/8 kann hier
mit Hilfe kombinatorischer Uberlegungen das Verstindnis fir den
Binomialkoeffizienten gestarkt werden

Je nach Aufgabenstellung gilt es die folgenden Aspekte zu bericksichtigen:
» mit/ohne Reihenfolge

» mit/ohne Wiederholung

Zusammenfassung Kombinatorik

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 5
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( Kombinatorik Vorgaben der Bildungsstandards )

KMK-Standards MSA

3.2 (L 1): Die Schulerinnen und Schiiler fihren in konkreten Situationen
kombinatorische Uberlegungen durch, um die Anzahl der jeweiligen

Moglichkeiten zu bestimmen. i i1

Interpretation KMK-Standards durch IQB-Aufgaben:

Die unten genannten Inhalte bzw. Kompetenzen werden in der IQB-Aufgabengruppe
als selbstverstandlich verfligbar angesehen, und das sogar auf grundlegendem
Niveau.

BW-BP 2016

3.2.5 (10)... die Anzahl der jeweiligen Maoglichkeiten (mégliche und giinstige
Ergebnisse) in konkreten Situationen durch einfache [!] kombinatorische
Uberlegungen bestimmen.

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 6
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Bildungsplan Fachliches

718

9/10

< Einfache kombinatorische Uberlegungen )

Produktmengen

Permutationen (Spezialfall von 3.)

Ziehen ohne Zuriicklegen
mit Beachtung der Reihenfolge

Ziehen mit Zuriicklegen

mit Beachtung der Reihenfolge
(Spezialfall von 1.)

Ziehen ohne Zuriicklegen
ohne Beachtung der Reihenfolge

Anzahl Kombinationen aus
3 Suppen, 5 Hauptgingen, 4 3:5-4
Desserts

Anzahl moglicher Anordnungen

l
von 11 Objekten L
Ziehung 3 aus 11 11-10-9
Ziehung 3 aus 11 113

Ziehung 3 aus 11 1-10-9 (11)

3!

2018/2019 Binomialverteilung Folie 7
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( Einfache kombinatorische Uberlegungen )

m T 4 | >» =2
-l

2 > 4| m

Kombinationen aus obigen
Typen

16 Madchen, 12 Jungen

Anzahl der Moglichkeiten fir ...

7/8 - Zweiergruppen aus 1 M und 1 J 16 -12
Einstiegsbeispiel (s. unten) - Zweiergruppen beliebig (228)
9/10 | Zielstufe (WTR) - Sechsergruppen beliebig

- Sechsergruppen aus 4 M und 2 J

146) . (122)

2018/2019

Binomialverteilung
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< Binomialkoeffizient: ein moglicher Zugang >

2 > 4| m

https://pixabay.com/de/spirale-

farbband-griin-wirbel-311612/

Der Mathematiklehrer bringt Gegenstande mit, mit denen Zufalls-
experimente simuliert werden koénnen. Aus 6 verschiedenen
y,Zufallsgeneratoren” konnen Schilerteams jeweils 2 ohne Zuricklegen
auswahlen. Die Wahlreihenfolge ist egal und personliche Vorlieben der
Teams gibt es nicht.

Wie viele moégliche Zweierkonstellationen hat ein Schulerteam?

Alle Bilder Pixabay August 2017
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( Binomialkoeffizient und Kombinatorik )

m T 4 | >» =2
o

2 > 4| m

a) Wie viele mogliche Zweierkonstellationen hat das erste Team? et
Das erste Team wahlt 2 beliebige Experimente aus den 6 vorhanden aus.
{(Glicksrad — Wiirfel); (Glicksrad — Miinze); (Gllicksrad — Karten); (Gliicksrad —
ReiRzwecke); (Glliicksrad — Kugeln); (Wirfel - Minze); (Wirfel - Karten); (Wirfel -
ReiRzwecke); (Wiirfel - Kugeln); (Minze - Karten); (Miinze - ReiRzwecke); (Miinze -

Kugeln); (Karten - Reilzwecke); (Karten - Kugeln); (Reillizwecke — Kugeln)}

Ergibt: 15 mogliche Kombinationen

V Alle Bilder Pixabay August 2017
2018/2019 Binomialverteilung Folie 10
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( Binomialkoeffizient und Kombinatorik )

m x| 4 > =2
-l

Ein Team wahlt 2 beliebige Experimente aus den 6 vorhanden aus.
Daflr hat es zunachst 6 und danach noch 5, also insgesamt 6 - 5 Moéglichkeiten.

X X

Da die Wahlreihenfolge egal ist, gibt es genau halb so viele Moglichkeiten
©° — 15. Dafiir schreibt man auch (6)
2 2

S » 4| x m

. . . Alle Bilder Pixabay August 2017
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( Binomialkoeffizient und Kombinatorik )

m T 4 | >» =2
o

2 > 4| m

Zugehoriges Unterrichtsgesprach konnte folgende Aspekte aufnehmen:

Angenommen, jedes Team wurde nur noch ein Experiment bekommen.
» Wie viele Moglichkeiten gabe es, wenn es 3, 4 oder 10 Experimente zu
Auswahl stiinden? (Variation von n)

Angenommen, jedes Team wurde mehr als zwei Experimente bekommen.
» Wie viele Moglichkeiten gidbe es, wenn es dabei nicht auf die
Reihenfolge ankommt? (Variation von k)

Differenzierung nach oben:
» Gebt eine GesetzmalRigkeit (Formel) zur Berechnung der Moglichkeiten
an —vor allem um die Schreibarbeit zu reduzieren?

V Alle Bilder Pixabay August 2017
2018/2019 Binomialverteilung Folie 12
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Bildungsplan Fachliches Unterricht

Schilerwissen — Binomialverteilung

m T = >» =2
-l

» Binomialkoeffizient, gibt die Anzahl der Pfade fiir genau k Treffer bei n
Versuchen an

n-(n—1)---(n—k+1) (Tl)

k-(k=1)---2.1  \k

(dies sollte fiir kleine Zahlen unmittelbar einsichtig und ohne WTR, fiir gréfsere aber auch mit WTR
berechnet werden kénnen; eine Formalisierung ist dabei nicht notwendig)

» Wahrscheinlichkeit flr genau k Treffer bei Trefferwahrscheinlichkeit p
n _
PX =k)=(,) - p* (1 —p)"

(des Weiteren alle Wahrscheinlichkeitsberechnungen, die sich hieraus ergeben, insbesondere
kumulierte Wahrscheinlichkeiten).

2 > 4| m
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Bildungsplan Fachliches Unterricht H G

( Binomialkoeffizient wachsen lassen >

Im Sinne der Spiralcurricularitat kdbnnte man den

Binomialkoeffizienten langfristig anvisieren und langsam in den oo

Vorstellungen der Schilerinnen und Schiler verankern bzw. wachsen
lassen.

Klasse 5/6: Das Pascal’sche Dreieck

» SuS beschreiben welche Besonderheiten ihnen bei bestimmten

Zahlenanordnung auffallen

Piller_Maerz_

z.B.: am Rand nur Einser, zweite Schrage: Ziffernfolge, Symmetrie, dritte Schrage: Dreieckszahlen
» SuS versuchen das Dreieck eigenstandig fortzuschreiben

» SuS bekommen einen Papierausdruck mit Arbeitsauftragen

z.B.: farbe alle geraden Zahlen, farbe alle Zahlen, die durch 3 teilbar sind,

» LSG: alle Zahlen einer Zeile addieren und die Summen miteinander vergleichen

2 > 4| m

2018
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Klasse 8: Prazisierung der kombinatorischen Uberlegungen

2 > 4| m

Nummeriert man im Pascal’schen Dreieckdie . P
Zeilen und die jeweiligen, zugehorigen Eintrage

mit O beginnend, so gibt z. B. der 2. Eintrag

in der 4. Zeile die Anzahl der Moéglichkeiten Piler Maorz. 2018
(hier 6) an, 2 Elemente mit einem Griff aus einer Gruppe mit 4 Elementen zu
ziehen.

Oder: Baudiagramm

Es handelt es sich um ein 4-stufiges Experiment mit jeweils 2 Asten.
(z.B. eine rote und eine weiRe Kugel aus einer Urne mit Zurlicklegen ziehen)

Bestimmt man die Anzahl der Pfade durch den Baum um genau 2 rote Kugeln

zu erhalten, so sind es 6 = (;L)

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 15
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2 > 4| m

Klasse 8 oder 9 oder 10: Binomischer Lehrsatz
(Verwendung Binomialkoeffizienten) ey

Die Eintrage der n-ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks entsprechen den
Koeffizienten der ,Binome“ (a + b)*

z.B.
@b = () = () e )
(a+b)" = (g) .anbo+(711) ,an-1b1+m+(z) 20pn

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 16
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https://pixabay.com/de/spirale-
farbband-griin-wirbel-311612/

Ziel der Spirale

Klasse 10: Die Formel von Bernoulli unter Verwendung des Binomialkoeffizienten

2018/2019 Binomialverteilung Folie 17
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EEEEE

( Binomialverteilung BP 3.3.5 (10): ,Histogrammverstiandnis” )

GeoGebra, Excel, Apps ... als Hilfsmittel zur Veranschaulichung nutzen:

» Wie verandert sich das Histogramm, wenn man die Lange n der Kette
verandert?

» Welchen Einfluss hat die Trefferwahrscheinlichkeit p auf das Aussehen
des Diagramms?

A\

Wann liegt die gro8te Wahrscheinlichkeit vor?

A\

Mit Hilfsmitteln verschiedene Wahrscheinlichkeiten bestimmen:
— genau k Treffer
— hochstens k Treffer

— mindestens k und hochstens m Treffer

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 18



Bildungsplan

Binomialverteilung

Fachliches Unterricht

( Einfluss von n und p auf das Histogramm )

Piller_Januar_2018

2018/2019 Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Fachliches Unterricht

( Einfluss von n und p auf das Histogramm )

2018/2019 Binomialverteilung

m T 4| » =
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2 » 4| x m

Piller_Januar_2018
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Bildungsplan Fachliches Unterricht

In einer Schissel befinden sich Legosteine. Tim hat die

Binomialverteilung Grenzen des WTR Augen verbunden und zieht mit Zurlcklegen. Seine
Ergebnisse werden von Lea notiert.

Wie oft muss er mindestens ziehen, damit er mit einer
h Wahrscheinlichkeit von mindestens 70% mindestens zwei
n gesucht Mal einen gelben Legostein gezogen hat?

Der WTR kann keine Tabelle zum gezielten Suchen zur Verfligung stellen
— Die Schilerinnen und Schiiler missen zielgerichtet probieren und sich
folgende Fragen stellen:

2 > 4| m

» Bei welchem Wert starte ich mit ,,meiner Suche”?
Erwartungswert als Hilfe: u=n-p=n-0,25
—> Sinnvoller Startwert: n=9

» nvergroRern oder verkleinern?

Je ofter man aus der Schale zieht, umso wahrscheinlicher wird es mindestens
zwei gelbe Legosteine zu erhalten.

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 21
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Bildungsplan Fachliches Unterricht H G

EEEEE

@inomialverteilung Grenzen des WT@

p gesucht

Wie hoch musste mindestens der Anteil an blauen Legosteinen in der Schale

mit 20 Steinen sein, damit Tim mit einer Wahrscheinlichkeit von uber 90% in
funf Zugen mindestens zwei blaue bekommt?

Voruberlegung:

» Informationen in eine Gleichung libertragen: P(X =0)+ P(X =1) < 0,1
» Je mehr blaue Steine in der Schale sind, desto wahrscheinlicher wird es
einen blauen Stein zu ziehen.

» Da die angestrebte Wahrscheinlichkeit sehr hoch ist wird der Anteil an
blauen Steinen mehr als die Halfte sein.

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 22
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Bildungsplan Fachliches Unterricht

@inomialverteilung Grenzen des WT@

m T - > <
-l

2 > 4| m

k gesucht

Von den 124 Zehntklasslern, die zum Forderunterricht Mathematik zugelassen sind, kommt
ein Schuler erfahrungsgemalfl mit 30% Wahrscheinlichkeit.

Bestimme die Anzahl der Tische, die im Unterrichtsraum mindestens gerichtet werden
sollten, damit mit mindestens 90%-iger Wahrscheinlichkeit jeder Schuler einen Tisch hat?

Voruberlegungen
» Informationen in eine Gleichung lGibertragen:P(X >k)=1 —-PX<k-1)>09

» Je weniger Schiler kommen, umso wahrscheinlicher wird es fir alle einen
Tisch zur Verfligung zu haben.

» Da die angestrebte Wahrscheinlichkeit sehr hoch ist wird der gesucht k-Wert
kleiner als % sein.

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 23
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Bildungsplan Fachliches Unterricht H G

EEEEE

<Binomialverteilung BP 3.3.5 (13): Erwartungswert und Standardabweichung>

bisher schon: Definition Erwartungswert und Satz u=n-p
bewusst machen:
» Ist der Erwartungswert eine natlirliche Zahl, so besitzt die zugehorige

Trefferzahl die hochste Saule im Histogramm.

» Ansonsten gilt: der Differenzbetrag von Maximalstelle und Erwartungs-
wert betragt maximal 1 (siehe Hinweise).

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 24
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Bildungsplan Fachliches Unterricht

< Binomialverteilung  Erwartungswert: ,klassischer Fehler” >

m T 4 | >» =2
o
2 > 4| m

,Lesen Sie den Erwartungswert aus den folgenden Histogrammen ab.”

n =22 undp=% n =23 undp:é

U ~3,6 u ~3,8341

Beide Bilder_Piller_Maerz_2018

Die hochste Saule (gerundeter Wert) muss nicht den Erwartungswert reprasentieren!

2018/2019 Binomialverteilung Folie 25




Binomialverteilung

Bildungsplan Fachliches

Unterricht

<Binomialverteilung Erwartungswert>

Beispielaufgabe:

Eine Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit p = 0,25.

m| T -4 | » =2

Die Tabelle zeigt einen Teil der zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

-l
S » A | x m

Prife und begriinde, welcher Wert fiir n sinnvoll in Frage kommt: n = 36 odern = 41

oder n =46

/ ™\

11

12

13

14

15

16

17

7 8 | o /10\
\

008 | 011 | 0,13 0,14/

0,13

0,11

0,08

0,05

0,03

0,02

0,01

N4

Binomialverteilung
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Maoglicher Losungsansatz

» Da X binomialverteilt ist, gilt fir den Erwartungswerty =n-p

» n = 36: u=36-025=9
der grolRte Wert von P(X = k) liegt bei 9

> n=41: u=41-0,25=10,25
der grofSte Wert von P(X = k) liegt bei 10 oder 11

> n = 46: u=46-025=11,5
der grofite Wert von P(X = k) liegt bei 11 oder 12

\ 2018/2019 Binomialverteilung
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falsch
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richtig
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(

Diskussion im Unterricht von ,falschen Losungsansatzen”:

m T 4 | >» =2
o
2 > 4| m

n =36 n=41 n =46
p =025 p =0,25 p =0,25

Alle_Bilder_Piller_Maerz_2018

Mogliche Schilerantworten:
Da fir n = 41 bei 10 die hochste Saule auftritt, kommt nur n = 41 in Frage.

oder:
Da P(X = k) bei k = 10 den grolitmoglichen Wert annimmt, muss dies der Erwartungswert

sein.
ﬁ 10

Da X binomialverteilt ist gilt n = = o2 40; da 41 am nachsten an 40 liegt ...

2018/2019 Binomialverteilung Folie 28
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EEEEE

<Binomialverteilung Erwartungswert BeweisD

Beweisen fur wen und wie?

» 1L = n - p durch intuitive Plausibilitidtsbetrachtung Einsicht bei
Schilern méglich

» aber: notwendiges Hintergrundwissen fiir Fachlehrkraft; auch
mogliche Binnendifferenzierung nach oben

» Im Bildungsplan explizit ausgefiihrte pbK

» Mogliche GFS fir einen fachlich starken Schiiler

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 29
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Bildungsplan Fachliches Unterricht

<Binomialverteilung Erwartungswert BeweisD

Beweisvarianten stehen in einer Extradatei zur Verfigung i’
Mogliche Unterstltzungen kénnten sein:

» Tippkarten

» Aufbau als Beweispuzzle (vgl. ZPG 5)

> Lluckentext
> Laufbeweis

\ 2018/2019 Binomialverteilung
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Bildungsplan Fachliches Unterricht

( Neu: Standardabweichung >

Aufgriff Standards 8: Boxplots (Spiralcurriculum)
Streuung als Informationsquelle

e fur die Abweichung der Messdaten voneinander
Wiederholung: Spannweite, Quartilabstand

e fur die Abweichungssumme von einem Mittelwert.
mittlere absolute Abweichung vom Median, Standardabweichung

\ 2018/2019 Binomialverteilung
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( Standardabweichung >

m T = >» =2
-l

2 > 4| m

Zu erzeugende Schulereinsicht:

» Der Erwartungswert beschreibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung nur
unzureichend.

» Man brauchte so etwas wie die ,mittlere Abweichung vom Erwartungswert".

» Es kommt auch auf die Streuung der Ergebnisse um den Erwartungswert an.

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 32
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C Standardabweichung )

Die Standardabweichung ist ein Mal fir die Streuung von Messdaten.

Mit ihrer Hilfe werden die Abstande aller Messdaten zum Mittelwert
ausgewertet.

Beispiel:

In zwei Klassen wird nach der Hohe des monatlichen Taschengeldes gefragt.
Klasse a: 24,34, 34,37, 23, 30, 32, 34, 38, 22, 23, 55, 54, 54, 51, 32, 21, 36, 54, 51
Klasse b: 21, 37, 35, 36, 38, 35, 36, 37, 38, 38, 34, 37, 55, 37, 40, 37, 34, 37, 35, 42

Die Schuler welcher Klasse bekommen im Durchschnitt mehr Taschengeld?
In welcher Klasse sind die Taschengeld-Unterschiede kleiner?

\ 2018/2019 Binomialverteilung
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Binomialverteilung
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Bildungsplan Fachliches Unterricht H G

EEEEE

< Standardabweichung >

Man unterscheidet enge und weite Streuungen.

Klasse a Klasse b
Arithmetisches Mittel 36,95 36,95
Median 33 36,5
Minimum 21 21
Maximum 95 25

Standardabweichung

Eine mogliche Merkhilfe
kdnnte sein....

, Beide_Bilder_Piller_Juli_2017
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Boxp| ( Standardabweichung > _
oxplot Standardabweichung
https://pixabay.com/de/spirale-
farbband-griin-wirbel-311612/
b)
a)

Alle_Bilder_Piller_Maerz_2018
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EEEEE

< Standardabweichung >

Zu erzeugende Schilereinsicht:

» Die ,mittlere Abweichung vom Erwartungswert” kann nicht durch
einfaches Addieren der Abweichungen berechnet werden, denn diese
heben sich ggf. auf.

» Man konnte die Betrdge der Abweichungen addieren und durch die Anzahl
der Ergebnisse dividieren.
(Achtung: Ausreiler)
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EEEEE

< Standardabweichung >

» Ebenso kdnnte man die Quadrate der Abweichungen addieren und durch die
Anzahl der Ergebnisse dividieren.

Auf diese Weise werden groRere Abweichungen starker gewichtet als
kleinere. (Varianz)

» Die Quadratwurzel aus der Varianz hat wieder ,die richtige Einheit” und
kann somit als Standardabweichung verwendet werden. Dies fuhrt auf die
naheliegende (und sinnvolle) Definition:

6 =+/(c; — )% - P(X = x1) + -+ (xn — )2 - P(X = x)

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 37
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EEEEE

(Standardabweichung Einfliihrungsbeispiel: Plausibilitat der Formel>

Es wird aus der Schale ein Spielstein gezogen, der anschlielend wieder

zurickgelegt wird.

Betrachte die Zufallsvariablen X, Y und Z:
X: Anzahl der blauen Steine bei zweimaligem Ziehen.
Y: Anzahl der roten Steine bei dreimaligem Ziehen. Piller_Maerz_2018

Z: Anzahl der roten oder blauen Steine bei viermaligem Ziehen.

Berechne die Standardabweichungen von X, Y und Z.

\ 2018/2019 Binomialverteilung Folie 38
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< Standardabweichung Einfiihrungsbeispiel >

EEEEE

Losungsvorschlag (1)

X ist binomialverteilt mitn =2, p == und q=
1

0 @ (- 232 4 (e

-y o0 | 1 | 2 | 3

3 2 2 3
e @ @ @

Y ist binomialverteilt mitn = 3 undp = % und g =

B RO R R o RO IR ORI IO RS

6

I II

1
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< Standardabweichung Einfiihrungsbeispiel >

oz 0 | 1| 2 | 3
4 4 14

I IR CRRC R C

m T 4 » | =2

o
2 >4 xx m

Losungsvorschlag (2)

L : . 1
Z ist binomialverteilt mitn =4 undp = % und g = =

4 4 4 4 4

o7 = (0—2)° (%) +(1-2)° ~4-(%) +(2—2)2°6-<%) +(3—2)2-4-(%) +(4 — 2)2 (%)
1.1

=1=4.
2
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( Standardabweichung Beispiel 2 )

Gegeben sei die Zufallsvariable X, die die Anzahl der Treffer in einer Bernoulli-
Kette angibt. Es werden die beiden folgenden Experimente betrachtet:

(1) n =50, p=02
(2) n =50, p=0>5
a) Berechne jeweils den Erwartungswert und die Standardabweichung

von X.

b) Zeichne die beiden zugehorigen Histogramme in ein gemeinsames
Koordinatensystem.

c) Fir welche Trefferwahrscheinlichkeit p liegt generell die grofSte Standard-
abweichung vor?

Begriinde.
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( Standardabweichung Beispiel >

m T - > 2
-l
2 > 4| m

Berechne jeweils den Erwartungswert und die Standardabweichung.
(1) =50 -0,2 =10 o= 45002 -08 ~ 2,828
(2) u=50-05=25 o= ,/50-05 -0,5 ~ 3,536

Zeichne die zugehorigen Histogramme in
ein gemeinsames Koordinatensystem.

Piller_Maerz_2018

Fir welche Trefferwahrscheinlichkeit p liegt bei konstantem n die groRte Standardabweichung vor?
Radikandenbetrachtung: Die gréf3te Standardabweichung liegt fiir p = 0,5 vor.

f(p) =np —np?
f'(p)=n —2np

https://pixabay.com/de/spirale-
farbband-griin -wirbel-311612, /
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Schulerwissen — Binomialverteilung - Erwartungswert — Standardabweichung

» Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsvariablen X mit
Trefferwahrscheinlichkeit p und Kettenlange n:

pu=n-p

» Varianz einer binomialverteilten Zufallsvariablen X mit Trefferwahrschein-
lichkeit p und Kettenlange n:

Var(X)=n-p-q

» Standardabweichung einer binomialverteilten Zufallsvariablen X mit
Trefferwahrscheinlichkeit p und Kettenlange n:

o= JVar(X) = yn-p-q
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m T = >» =2
-l

Spiralcurriculum: stetige Vertiefung im Bereich Daten und
Zufall

Vertiefung der kombinatorischen Kenntnisse mit Ziel die
Bedeutung des Binomialkoeffizienten im Zusammenhang mit
der Binomialverteilung erlautern zu kdnnen.

Visualisierung einer Binomialverteilung (Einfluss der
Parameter)

Erwartungswert einer Binomialverteilung berechnen und
ablesen kdnnen

Standardabweichung berechnen und als Analysemittel nutzen

2 > 4| m
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Piller_Maerz_2018_nach_Pixabay_Juli_2017
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