Beweisen Sie moglichst viele der folgenden Zusammenhange mit einem vektoriellen Ansatz.
Dabei stehen Ihnen folgende Hilfen zur Verfligung:

/ Hilfekarten: \

Die Hilfekarten helfen Ihnen Schritt fiir Schritt beim Beweis weiter. Sie kénnen — je nach Bedarf — nur eine,

mehrere oder alle Hilfekarten benutzen.

Lésung
Kommen Sie an einer Stelle nicht weiter, holen Sie sich bei lhren Mitschiilern oder beim Lehrer Hilfe, oder

\ betrachten Sie die L6sung. /

Aufqgabe 5: Diagonalen im Quader

In einem Quader ABCDEFGH mit quadratischer Grundflache sind die
Raumdiagonale DF und die Seitendiagonale AC zueinander orthogonal (s. Abb.).

Aufgabe 6: Seitenmitten im Dreieck

In einem Dreieck ist die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten parallel zur
dritten Seite und halb so lang wie diese.

Aufqabe 7: Quadrate iiber Dreieckseiten

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig und rechtwinklig, P und

c
Q sind die Schnittpunkte der Quadratdiagonalen, M ist die i
Mitte von AB. o
Beweisen Sie: Die Strecken MP und MQ sind orthogonal und \
gleich lang. S "
A B

Aufqabe 8: Diagonalen im Parallelogramm

Wenn in einem Parallelogramm die Diagonalen gleich lang sind, so ist das Parallelogramm
ein Rechteck.

Aufgabe 9: Kanten beim Tetraeder

Ein Tetraeder ist ein Kérper, dessen vier Seitenflachen gleichseitige
Dreiecke sind.

Beweisen Sie: Je zwei Kanten eines Tetraeders ohne gemeinsamen
Eckpunkt sind zueinander orthogonal.




Aufqabe 5: Diagonalen im Quader

In einem Quader ABCDEFGH mit quadratischer Grundflache sind die

Raumdiagonale DF und die Seitendiagonale AC zueinander orthogonal
(s. Abb.).

Lésung
(1) Skizze und Einflihrung von Vektoren und Bezeichnungen:

— —_— — —_ _—

i =DA b=DC @&é=DH d=AC @&=DF

(2) Voraussetzung: <
'E

ABCDEFGH ist ein Quader: @ L b; b Ll ¢C:

ay
|_
Qu

ABCD ist ein Quadrat: |a| = |l_5|

(3) Behauptung:

d-é=0
(4) Beweis:
d-é=(-d+b)-(Gd+b+¢)=-d-d—4—b—a-C+b-—G+b-b+b-¢
0 0

NN —,2
=—d-d+b-b=—ld>+|p| =0

Demnach gilt: d L &




Aufqgabe 6: Seitenmitten im Dreieck

In einem Dreieck ist die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten parallel zur dritten Seite

und halb so lang wie diese.

LOosung:

c
(1) Skizze und Einfliihrung von Vektoren und Bezeichnungen:
id=BC b=CA ¢ =A4B é=DE
o €
b 3 . a

(3) Behauptung:

3 —1.2
e=2-¢

(4) Beweis:
—)__1._)_1.—)
e=—-b—>-a
_1.(_h_27
=3 (-b-a)



Aufgabe 7: Quadrate iiber Dreieckseiten

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig und rechtwinklig, P und Q sind
die Schnittpunkte der Quadratdiagonalen, M ist die Mitte von AB. c .
Beweisen Sie:

Die Strecken MP und MQ sind orthogonal und gleich lang. oy

Losung:

(1) Skizze und Einfiihrung von Vektoren und Bezeichnungen:

Zunachst legen wir ein kartesisches Koordinatensystem fest: E(0]|0) und A(a|0)

(2) Voraussetzung:

ACDE ist ein Quadrat, d.h. es gilt: C(ala); D(0|a)
ABC ist gleichschenklig und hat bei A einen rechten
Winkel, d.h. es gilt: B(2a|0); F(3ala)

Q und P sind Diagonalenschnittpunkte in den Quadraten
ACDE und BFGC, d.h. esgilt: Q(0,5a|0,5a) ; P(2ala) ,Q
_ . N SN
M ist Mittelpunkt der Strecke AB, d.h. es gilt: M(1,5a|0) A @
(3) Behauptung:
QWM LMP und  [0M| = [MP|
(4) Beweis:
— 1,54 —0,5a\ _ a —=  (2a—1,5a\ _ (0,5a
QM_(O—O,SCI)_(_O;5(1) MP_( a—0 )_(a)
Orthogonalitat:
7. — [ @ 0,5a\ _ 2 2y —
OM - MP = (—0,5a)'( > )_ 0,5a% + (=0,5a2) = 0
Demnach sind MP und MQ zueinander orthogonal.
Betrag bzw. Streckenldnge:
|oM| = Va2 + (=0,5a)? = /1,25 a |[MP| = \/(0,50)? + a® = /1,25 a

Demnach sind MP und MQ gleich lang.






Aufqgabe 8: Diagonalen im Parallelogramm

Wenn in einem Parallelogramm die Diagonalen gleich lang sind, so ist das Parallelogramm

ein Rechteck.

L6ésung:

(1) Skizze und Einfihrung von Vektoren und
Bezeichnungen:

—

G=AB#3 b=AD %34
é=AC f=DB
(2) Voraussetzung:
ABCD ist ein Parallelogramm: d=DC b=
Die Diagonalen sind gleich lang:  |€] = |f|
(3) Behauptung:
aLb
(4) Beweis:
el = |f]
<=> @ +b|=|d- b
<> |a+b]=|di-b
<=> (a+ b)2 (a— b)2
<=> @% + 2db + b = % — 2db + b>
<=> 4Gb =0
<=> ib=0

Daraus folgt @ L b, was zu beweisen war.



Aufgabe 9: Kanten beim Tetraeder
Ein Tetraeder ist ein Kérper, dessen vier Seitenflachen gleichseitige

Dreiecke sind.
Beweisen Sie: Je zwei Kanten eines Tetraeders ohne gemeinsamen
Eckpunkt sind zueinander orthogonal.

LOosung:

(1) Skizze und Einfiihrung von Vektoren und Bezeichnungen:

@d=AB b=BC é=CD d=DA
d=4C f=BD

(2) Voraussetzung:

Alle Kanten des Tetraeders sind gleich lang:

(3) Behauptung:

eL1f

(4) Beweis:

oy
=y
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=0

Demnachgilt: 81 f
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Anleitung zur Erstellung der

gestuften Hilfekarten

Auf den folgenden Seiten finden Sie gestufte Hilfekarten in zwei Varianten: Variante 1 liefert ein
schoneres Ergebnis, Variante 2 schneller ist schneller zu erstellen.

Variante 1: Beweisféicher

Nach Aufgaben sortierte Hilfekarten.

Die Hilfekarten ausdrucken, auf verschiedenfarbiges Papier kopieren, laminieren, ausschneiden, lochen und
mit einer Musterbeutelklammer zusammenstecken.

=1 e
yife 2 ¢=DH©
L peluet
b= gund®e

g
iy
_Phs 2uP
a= i (ezuné
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_——=="a0 dann
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b=y

Variante 2: Schneidemaschine

Drucken Sie alle Seiten einmal aus und legen Sie die ausgedruckten Seiten libereinander.

Schneiden Sie mit einer Schneidemaschine entlang der markierenten Linien und legen Sie die erhaltenen
Papierstapel tibereinander.

Nun liegen alle Hilfekarten richtig:

Oben Hilfekarte 1-3 von Aufgabe 5, dann Hilfekarte 1-3 von Aufgabe 6 usw.



Aufgabe 5: Gestufte Hilfekarten (Variante 1: Beweisféicher)

Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren @ = DA; b=DC; ¢ =DH; d = AC und & = DF ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2

Driicken Sie die Vektoren d und & mithilfe von a, b und & aus und zeigen Sie ihre
Orthogonalitat.

Hilfe 3
Zwei Vektoren d und b sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt:
d-b=0.

Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren d = DA; b =DC; ¢ =DH; d = AC und & = DF ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2

Driicken Sie die Vektoren d und & mithilfe von @, b und € aus und zeigen Sie ihre
Orthogonalitat.

Hilfe 3
Zwei Vektoren d und b sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt:
d-b=0.

Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren @ = DA; b =DC: ¢ =DH; d = AC und & = DF ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2

Driicken Sie die Vektoren d und & mithilfe von @, b und € aus und zeigen Sie ihre
Orthogonalitat.

Hilfe 3

Zwei Vektoren @ und b sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt:
d-b=0.




Aufgabe 6: Gestufte Hilfekarten (Variante 1: Beweisféicher)

Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren @ =BC; b= CA; ¢ = AB und & =DE ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2

Driicken Sie den Vektor & zunichst mithilfe von @ und b aus.

Hilfe 3
Die Pfeile zweier Vektoren @ und b sind genau dann zueinander parallel, wenn es

eine reelle Zahl t gibt, so dass gilt: a =t b.

Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren @ =BC; b=CA; ¢=AB und & = DE ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2

Driicken Sie den Vektor & zunichst mithilfe von @ und b aus.

Hilfe 3
Die Pfeile zweier Vektoren @ und b sind genau dann zueinander parallel, wenn es

eine reelle Zahl t gibt, so dass gilt: @ =t « b.

Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren @ =BC: b=CA: ¢ = 4B und &= DE ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2

Driicken Sie den Vektor & zunichst mithilfe von @ und b aus.

Hilfe 3
Die Pfeile zweier Vektoren @ und b sind genau dann zueinander parallel, wenn es

eine reelle Zahl t gibt, sodass gilt: @ =t e b.




Aufgabe 7: Gestufte Hilfekarten (Variante 1: Beweisfécher)

Hilfe 1
Flhren Sie ein Koordinatensystem ein.
Wahlen Sie als Ursprung die linke untere Ecke des kleinen Quadrats und als
Seitenlange des kleinen Quadrats 2 LE.

Hilfe 2
Formulieren Sie die Voraussetzung, indem Sie die Koordinaten der relevanten
Punkte angeben. Formulieren Sie dann die Behauptung.

Hilfe 3

Berechnen Sie die Koordinaten der Vektoren W und MP und zeigen Sie, so ihre
Orthogonalitat und die Gleichheit ihrer Betrage.

Hilfe 4

Zwei Vektoren @ und b sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt: a - b=0.

. - . - al . -
Fur den Betrag |d| eines Vektors a = (az) gilt: |al =+/a,?+ a,?.

Hilfe 1
Flihren Sie ein Koordinatensystem ein.
Wahlen Sie als Ursprung die linke untere Ecke des kleinen Quadrats und als
Seitenldange des kleinen Quadrats 2 LE.

Hilfe 2
Formulieren Sie die Voraussetzung, indem Sie die Koordinaten der relevanten
Punkte angeben. Formulieren Sie dann die Behauptung.

Hilfe 3

Berechnen Sie die Koordinaten der Vektoren W und MP und zeigen Sie, so ihre
Orthogonalitdt und die Gleichheit ihrer Betrage.

Hilfe 4

Zwei Vektoren @ und b sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt: a - b =0.

. S . S agy . S
Fur den Betrag |a| eines Vektors a = (az) gilt: |al =+/a;? + a,?.




Aufqgabe 8: Gestufte Hilfekarten (Variante 1: Beweisfécher)

Hilfe 1
Fithren Sie die Vektoren @ =AB; b =AD; é=AC und f = DB ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2
Beginnen Sie ihre Beweisfiihrung mit einer Voraussetzung und fihren Sie
dann Aquivalenzumformungen durch.
Hilfe 3
Driicken Sie die Vektoren & und f zunichst durch @ und b aus.
Hilfe 4
Verwenden Sie die Beziehung |d|> =d-d sowie binomische Formeln.
Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren @ =AB; b =AD; &é=AC und f = DB ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.
Hilfe 2
Beginnen Sie ihre Beweisflihrung mit einer Voraussetzung und fiihren Sie
dann Aquivalenzumformungen durch.
Hilfe 3
Driicken Sie die Vektoren & und f zunéchst durch @ und b aus.

Hilfe 4

Verwenden Sie die Beziehung |d|? = d-a sowie binomische Formeln.




Aufgabe 9: Gestufte Hilfekarten (Variante 1: Beweisfécher)

Hilfe 1
Fithren Sie die Vektoren d =AB; b=BC; é=CD ; d=DA ; d=AC und f = BD ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.
Hilfe 2
Beriicksichtigen Sie bei der Voraussetzung:
e Alle Kanten eines Tetraeders sind gleich lang.
e Alle Innenwinkel im Tetraeder sind gleich weit
Hilfe 3
Driicken Sie den Vektor & zunichst durch @ und b aus.
Hilfe 4
Vergleichen Sie die Skalarprodukte a - f =b- f, indem Sie jeweils die Winkel
zwischen den beiden Vektoren betrachten (= Begriindungsbasis).
Hilfe 1
Fithren Sie die Vektoren d =AB; b=BC; é=CD ; d=DA ; 8=AC und f = BD ein.

Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2
Berlicksichtigen Sie bei der Voraussetzung:
e Alle Kanten eines Tetraeders sind gleich lang.
e Alle Innenwinkel im Tetraeder sind gleich weit

Hilfe 3

Driicken Sie den Vektor & zunichst durch @ und b aus.

Hilfe 4

Vergleichen Sie die Skalarprodukte a - f =b- f, indem Sie jeweils die Winkel
zwischen den beiden Vektoren betrachten (= Begriindungsbasis).




Variante 2

Hilfe 1

Fiihren Sie die Vektoren @ = BC; b =CA; ¢ = AB und & = DE ein.

Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2
Formulieren Sie die Voraussetzung, indem Sie die Koordinaten der relevanten
Punkte angeben. Formulieren Sie dann die Behauptung.

Hilfe 2
Beginnen Sie ihre Beweisfiihrung mit einer Voraussetzung und fiihren Sie dann
Aquivalenzumformungen durch.

Hilfe 2
Berlicksichtigen Sie bei der Voraussetzung:
e Alle Kanten eines Tetraeders sind gleich lang.
e Alle Innenwinkel im Tetraeder sind gleich weit




Hilfe 1

Fiihren Sie die Vektoren @ = DA; b=DC; ¢=DH; d = AC und &= DF ein.

Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 2

Driicken Sie den Vektor & zunichst mithilfe von @ und b aus.

Hilfe 3

Berechnen Sie die Koordinaten der Vektoren Q_M und MP und zeigen Sie, so ihre
Orthogonalitat und die Gleichheit ihrer Betrage.

Hilfe 3

Driicken Sie die Vektoren € und fzunéchst durch @ und b aus.

Hilfe 3

Driicken Sie den Vektor é zunachst durch @ und 1_5 aus.




Hilfe 2

Driicken Sie die Vektoren d und & mithilfe von a, b und & aus und zeigen Sie ihre
Orthogonalitat.

Hilfe 3
Die Pfeile zweier Vektoren @ und b sind genau dann zueinander parallel, wenn es

eine reelle Zahl t gibt, so dass gilt: a =t b.

Hilfe 4

1)
I

Zwei Vektoren @ und b sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt: a -

. - . - al . -
Fur den Betrag |a| eines Vektors a = (az) gilt: |d| =+/a,? + a,?.

Hilfe 4

Verwenden Sie die Beziehung |d|> = d-d sowie binomische Formeln.

Hilfe 4

Vergleichen Sie die Skalarprodukte a - f =b- f, indem Sie jeweils die Winkel
zwischen den beiden Vektoren betrachten (= Begriindungsbasis).




Hilfe 3
Zwei Vektoren @ und b sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt:
d-b=0.

Hilfe 1
Flhren Sie ein Koordinatensystem ein. Wahlen Sie als Ursprung die linke untere
Ecke des kleinen Quadrats und als Seitenlange des kleinen Quadrats 2 LE.

Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren @ = AB: b = AD : & = AC undf = DB ein.
Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Hilfe 1
Fiihren Sie die Vektoren d = AB ; hb=BC:2=CD :d=DA: &=AC und

-

f= BD ein. Formulieren Sie damit die Voraussetzung und Behauptung.

Ende




